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IntroductionL'échange de données est devenu, depuis le développement de l'internet, un phénomèneincontournable. Des données de tous types, textes dans di�érentes langues, images, vidéos,s'échangent à chaque instant. A�n d'être analysées, ces données sont souvent structuréesà l'aide de balises, ce qui explique le rôle central du modèle XML en base de données.Normaliser un langage commun pour décrire des transformations de �chiers XML estdonc nécessaire, et le W orld Wide Web Consortium1 promeut le langage XSLT pour cetusage. L'aspect physique de l'échange sous-entend également des erreurs potentielles, quinaissent de la diversité des matériels, logiciels, et communications. Il est donc essentiel deproposer des traitements robustes aux erreurs.Permettre des échanges de données opérationnels et e�caces est l'objectif de cettethèse, qui va ainsi développer des techniques d'approximation a�n de traiter des donnéespouvant contenir des erreurs. L'intérêt à long terme est d'étendre les résultats théoriquesde la thèse à des �chiers XML et des programmes XSLT. Naturellement, on s'intéressealors aux arbres étiquetés, comme une simpli�cation de la structure d'un �chier XML, etaux mots comme simpli�cation des arbres. D'un point de vue théorique, un programmeXSLT correspond à un transducteur, et une DTD à un langage d'arbres. En pratique, cesobjets sont essentiels en échange de données puisqu'ils permettent une interopérabilité in-dispensable. Trois propriétés sont étudiées en particulier : l'équivalence de transducteurs,ainsi que la consistance et la sûreté de triplets schéma-source, transducteur, schéma-cible.Deux transducteurs sont équivalents si tout couple entrée-sortie accepté par l'un est aussiaccepté par l'autre. La consistance garantit q'il est possible de transformer une instance-source dans le schéma-cible avec le transducteur, et permet donc de s'assurer que cela aun sens d'utiliser ce transducteur. La sûreté garantit la pertinence de la transformation ens'assurant que toutes les instances-sources sont transformées dans le schéma-cible. Véri�erces propriétés est un enjeu à la fois fondamental et industriel. Une des applications estnotamment de véri�er la sûreté d'un programme, ou sa consistance avec des spéci�cations.Pourquoi vouloir traiter ces questions de manière approchée ? Le cas exact de l'équi-valence est étudié depuis le milieu des années 90, et n'a pas trouvé de solutions satisfai-santes. En général, l'équivalence de transducteurs est indécidable même sur des mots.Toutefois, la décidabilité est retrouvée avec des hypothèses restrictives sur les trans-ducteurs, comme le déterminisme ou la linéarité. Malgré tout, les preuves restent non1W3C : organisme de promotion de la compatibilité des technologies de l'internet http://www.w3.org/1



constructives ou de complexités élevées. La sûreté est actuellement l'objet d'études in-tensives [Martens et Neven, 2004, Martens et al., 2008], et est typiquement DEXPTIMEdur pour de nombreux cas. Dans cette thèse, l'e�cacité de l'approximation résulte dedeux aspects. Dans un premier temps, on calcule en temps constant la statistique d'uneinstance, l'idée étant de baser l'algorithmique sur un échantillonnage des données, avecl'avantage de s'a�ranchir des erreurs. Dans un second temps, une représentation statistiquedes transducteurs est construite inductivement, et on démontre que cette représentationest robuste.Pour les aspects théoriques, le point de départ de cette thèse est la publication de El-gar Fischer, Frédéric Magniez et Michel de Rougemont (LICS 06). Les statistiques ustatont tout d'abord été introduites dans cette publication pour des mots et des arbres à aritébornée. Ce concept est étendu ici suivant deux axes principaux : la généralisation auxarbres à arité non bornée et aux transducteurs. Son intérêt majeur est de pouvoir relierla distance d'édition avec déplacements entre deux objets à la distance géométrique (lanorme L1) entre leurs représentations.Cette thèse montre que l'équivalence approchée des machines à états �nis (FSM) nondéterministes est décidable. Une borne exponentielle est obtenue, et améliorée en tempspolynomial pour des transducteurs particuliers. Le cas exact non déterministe est peuabordé dans la littérature, et ne l'est jamais de façon e�ective : on trouve seulement uneborne de dureté (PTIME dur).Pour une machine à états �nis non déterministe, on prouve que la consistance est dé-cidée en temps constant dans sa version approchée (linéaire dans le cas exact). On montreégalement que la sûreté est décidable en temps polynomial, contrairement au cas exactoù la décision est un problème PSPACE-complet.Un outil d'enseignement a été implémenté pour modéliser graphiquement les notionsabordées dans la thèse : FSM, XSLT, automates, consistance, sûreté... Cet outil a étéexploité a�n de fournir des exemples d'applications d'échange de données. Ainsi, destransducteurs particuliers permettent de visualiser des logs (tra�c sur un site Internet) etdes réponses à des requêtes OLAP.
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Structure de cette thèseDans un premier temps, les dé�nitions des concepts abordés dans la thèse sont expli-cités. Les statistiques ustat de mots et d'arbres, et les résultats associés sur les distancessont développés dans un second chapitre. Ensuite, nous étudions plus précisément l'équi-valence des transducteurs, pour arriver dans un quatrième chapitre à l'échange de donnéesà proprement parler, c'est-à-dire aux notions de consistance et de sûreté. En�n, l'outil devisualisation implémenté pour cette thèse et ses applications sont présentés.Chapitre 1 : Dé�nitions PréliminairesLes classes de langages considérées dans cette thèse sont celles des langages régu-liers de mots et d'arbres dont une caractérisation est rappelée au travers de la dé�nitiond'automate. Les complexités des opérations classiques sur de tels automates (Vide, Ap-partenance, Intersection et Inclusion) sont ensuite précisées.La notion de distance d'édition avec déplacements est ensuite présentée, d'abord pourles mots, puis dans le cadre des arbres étiquetés. Les testeurs présentés dans cette thèsesont construits pour cette distance particulière.Nous rappelons �nalement ce qu'est un testeur dans un cadre général : pour une classede structures munie d'une distance, un testeur est un algorithme qui sait séparer les ins-tances équivalentes des instances � loin d'être équivalentes � pour cette distance.Chapitre 2 : Statistiques � Mots, Arbres, AutomatesCe chapitre dé�nit la statistique d'une instance et d'un langage en décomposant cettedé�nition par étapes. Ces objets statistiques, précédemment introduits par [Fischer et al., 2006]pour les langages de mots (et d'arbres à arité bornée) sont étendus dans cette thèse auxarbres à arité non bornée et aux transducteurs linéaires.Un Mot est représenté par un vecteur statistique qui décrit les fréquences d'appa-rition de ses sous-mots d'une longueur donnée. Le calcul de ce vecteur est alors linéaireen la taille du mot et peut être approché en temps constant par échantillonnage. Récipro-quement, étant donné un vecteur, il est possible de décider de l'existence d'un mot dont lastatistique est ce vecteur, ou d'une suite de mots dont la statistique asymptotique convergevers ce vecteur. Cette question, déjà traitée pour une longueur �xée, est ici nouvellementrésolue dans le cas asymptotique, en montrant qu'une statistique est asymptotiquementinversible si et seulement si un certain système d'inéquations est satisfaisable. Un doublelien existe entre distance et norme entre statistiques puisque [Fischer et al., 2006] montreque (1) si deux mots sont proches, leurs statistiques sont proches ; (2) si deux mots demême longueur ont des statistiques proches, alors ces mots sont proches.3



Un arbre est représenté par sa matrice statistique. Elle décrit les fréquences deschemins (et des étiquettes) dans l'encodage de Rabin de l'arbre. Cette matrice est calcu-lable en temps linéaire, et il est également possible de l'approximer par échantillonnage.On montre alors que la distance entre arbres est à nouveau re�étée par la distance géo-métrique entre matrices. Quelques résultats d'inversion sont ensuite étendus au cas desarbres.Un langage vu dans l'espace statistique peut être approximé par une union depolytopes. Cette approximation peut être calculée de manière inductive, en décrivant desstatistiques de boucles, puis en les combinant linéairement lorsqu'elles sont compatibles.Nous montrons que ce calcul peut être réalisé en temps polynomial. Précédemment obtenupour les statistiques par bloc dans [Fischer et al., 2006], ce calcul est ici adapté pour lesstatistiques uniformes.Chapitre 3 : Transducteurs � Statistiques, Distances, ÉquivalenceDans ce chapitre, nous montrons comment véri�er l'équivalence approchée de trans-ducteurs linéaires, d'abord pour des transducteurs de mots, puis dans le cas des arbres.L'idée principale est de généraliser l'approximation proposée dans le chapitre précédent, enmontrant que cette approximation re�ète encore (géométriquement) la distance d'éditionavec déplacements entre transducteurs :� Si deux transducteurs sont proches, alors leurs représentations sont proches.� Si deux transducteurs sont loin, alors leurs représentations sont loin.Nous étudions les XSL-Transducteurs, une notion de transduction d'arbres proposéepar [Martens et Neven, 2004]. Nous généralisons ainsi les machines à états �nis, en sebasant sur les fondements d'un langage de type XSLT, i.e. adapté à la transformationd'arbres (de la racine aux feuilles).Nous étendons la représentation géométrique proposée pour les automates au cas desXSL-Transducteurs linéaires. Les statistiques d'un XSL-Transducteur sont alors approxi-mées en décrivant les statistiques de ses boucles, puis en les combinant lorsqu'elles sontcompatibles. Nous modélisons ainsi la représentation statistique d'un transducteur par unsystème d'inéquations, puis nous con�rmons que cette nouvelle représentation permet dedécider l'équivalence approchée.L'équivalence approchée peut en e�et être décidée par une inclusion approchée desreprésentations et nous démontrons que cette approche est à la foi sûre (répond oui pourdes transducteurs équivalents) et robuste (répond non pour des transducteurs loin). L'idéecentrale est de comprendre comment une erreur ε sur les transducteurs se traduit par uneerreur ε′ sur leurs représentations.
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Chapitre 4 : Échange Approché de DonnéesDans ce chapitre, nous considérons un transducteur et des schémas, et nous nousintéressons à la consistance (est-ce qu'il existe une instance-cible valide ?), et à la sûreté(est-ce que toutes les instances-cibles sont valides ?). Pour les langages réguliers de motset les machines à états �nis, on montre que la consistance est linéaire, alors que sa versionapprochée peut être testée en temps constant. La complexité de ce test ne dépend que de
ε, des schémas, et du transducteur, mais elle est indépendante de la taille du mot d'entréeconsidéré. Le traitement de la sûreté achève ce chapitre ; nous montrons que sur les mots,la décision exacte est PSPACE-dure alors que sa version approchée est polynomiale.Chapitre 5 : ApplicationsUne application web a été développée et est présentée au travers de quelques exemples.Sur les mots, elle permet l'application de transducteurs, potentiellement non détermi-nistes et/ou pondérés, et des opérations classiques sur le langage obtenu2. En entrant lesschémas et le transducteur, le langage des mots consistants (ou sûrs, non-sûrs ...) peutêtre calculé, et visualisé dans divers formats. Certains calculs de distances3 entre langagessont essentiellement de même nature que le calcul de consistance et sont donc calculablesexactement. Les testeurs de proximité fournissent quant à eux, une alternative bien pluse�cace puisqu'ils permettent l'approximation de la distance correspondante en tempsconstant.Sur les arbres, l'application autorise la transformation par des programmes XSLT4ainsi que la confrontation à une DTD, permettant ainsi de généraliser la décision de laconsistance au cas des arbres. Son interface sera utilisée pour présenter des changementsde schémas particuliers :
XML −→ SV G : des représentations graphiques (histogrammes, � camemberts �...) sontcréées à partir de données XML bruitées. Nous appliquons ensuite ces transformationspour visualiser automatiquement les réponses numériques d'une requête OLAP.
XML −→ KML : un �chier de logs sera transformé en carte du monde, fournissant ainsila base d'un outil d'analyse géographique du tra�c d'une application web.

2confrontation à un langage-cible, recherche de la transformation la moins coûteuse...3par exemple la distance de Hamming, la distance d'édition, ainsi que leurs versions généralisées4A l'aide de processeurs XSLT 1.0 et 2.0 : Xsltproc et Xalan5
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Notations
• N : l'ensemble des entiers naturels.
• N+ : l'ensemble des entiers naturels non nuls.
• Z : l'ensemble des entiers relatifs.
• Q : l'ensemble des rationnels.
• R : l'ensemble des réels.
• {n, m} : l'ensemble des entiers compris entre n et m.
• brc désigne la partie entière inférieure de r et dre sa partie entière supérieure.
• Pour des éléments e, e1, e2 et des ensembles E, E1, E2 :

e ∈ E signi�e que e appartient à E.
e1, e2 ∈ E est le raccourci de e1 ∈ E et e2 ∈ E.
(e1, e2) ∈ (E1 × E2) est le raccourci de e1 ∈ E1 et e2 ∈ E2.
e /∈ E signi�e que e n'appartient pas à E.
{e | P} désigne l'ensemble des éléments e qui satisfont la propriété P .
#E désigne le cardinal de l'ensemble E.

• O (respectivement Ω) est la notation standard de borne supérieure (resp. inférieure)modulo une constante. Θ désigne la conjonction de O et Ω.
• mod p (respectivement Mod p) désigne la congruence modulo p pour les classesd'équivalence {0, p− 1} (resp. {1, p}).
• Pour Σ un alphabet et k ∈ N, Σk désigne l'ensemble des mots à k lettres et Σ∗l'ensemble des mots sur l'alphabet Σ.
• Pour un mot w, un élément a ∈ Σ, et k ∈ N,

Λ désigne le mot vide.
|w| désigne la longueur de w, |w|a désigne le nombre d'occurrences de a dans w.
w2 désigne le mot ww et wk désigne ww...w︸ ︷︷ ︸

k fois

.
w[k] désigne la kième lettre du mot w en considérant qu'elles sont numérotées àpartir de 1.



• Pour un vecteur X décrit sur une base orthogonale x1, . . . , xn,
X[xi] désigne la coordonnée correspondant à la base xi.
[[X]] désigne le vecteur X dans lequel on a renormalisé les coordonnées pourqu'elles se somment à 1 : [[X]] [xi] = X[xi]∑

j

X[xj]
.

• Signalétique de �n :
✓ : Dé�nitionn : Exemple
F : Théorème
? : Proposition, Lemme ou Corollaire
� : Démonstration
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Chapitre 1Définitions Préliminaires

Nous commençons par introduire la notion de structure étiquetée avec attributs per-mettant de représenter un �chier XML. Nous donnons ensuite deux façons classiques deprésenter des classes de ce type de structures en rappelant ce qu'est un automate et uneDTD. Intuitivement, ces objets représentent un langage (régulier) de mots ou d'arbres endonnant des règles dé�nissant ce qu'est un mot ou un arbre valide. Nous donnerons ensuitedes propriétés classiques de clôture de ces langages d'automates ainsi que les complexitésde leurs opérations usuelles (appartenance, inclusion, vide). Ces résultats permettront ul-térieurement de déduire des restrictions � tractables � ainsi que des bornes supérieuresgénérales pour certains problèmes comme la consistance ou la sûreté. En�n, nous présen-tons les testeurs et ainsi le type d'approximation que nous considérons dans ce mémoire :des algorithmes qui séparent les structures satisfaisant une propriété de celles � loin � dela satisfaire. La notion de distance entre structures sur laquelle les testeurs seront basésest rappelée : c'est la distance d'édition avec déplacements.
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Sommaire1.1 Structures et Langages . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141.1.1 Langages de Mots . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181.1.2 Langages d'Arbres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201.2 Distance et Approximation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 261.2.1 Distances . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 261.2.2 Proximité et Testeurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
1.1 Structures et LangagesStructures ÉtiquetéesClassiquement, une Structure est la donnée d'un ensemble D, de fonctions sur D, derelations sur D et d'éléments distingués. On écrit U = (D, f1, ..., fk, R1, ...Rl, a1, ..., am)où les fonctions fi : Dai → D ont une arité ai, les relations Rj ⊆ Daj ont une arité aj , et
ak ∈ D sont des éléments distingués de D.Exemple 1.1 (Structures)Voici deux exemples de structures :(a) Le mot 101001 peut être vu comme un ensemble D = {1, 6} d'éléments avec unerelation binaire Succ donnant un ordre linéaire à cet ensemble, et une relation unairedésignant les positions dans le mot occupées par un 1 (ici {1, 3, 6}).(b) N = ({0, 1, 2, . . .} , +, ∗, =, 0) est l'arithmétique avec des fonctions binaires + et ∗,une relation binaire =, et un élément distingué 0. n
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bd

work work

author author computer and intractability

@title

1975

@year

author the art of computer programming

@title

1967

@year

Garey

@name

Jonhson

@name

Knuth

@nameFig. 1.1 � Un arbre tS associé à un �chier F.xmlDans ce document, nous considérons des structures étiquetées avec attributs : unestructure possède alors deux domaines : D l'ensemble de ses n÷uds ; et S l'ensemble desvaleurs de leurs attributs. Chaque noeud est étiqueté (par la fonction L : D → Σ) par unelettre d'un alphabet �ni Σ et possède un ensemble d'attributs A′ ⊆ A ayant une valeurdans S (donné par une fonction partielle λ : D ×A→ S).Exemple 1.2 (Structures étiquetées avec attributs)(a) Considérons la classe des mots binaires, avec des attributs dans {A1, A2}, et desvaleurs dans {a, c}. Le mot w = 1.0[A1=a].1[A1=c,A2=c].0[A1=a].1.0[A1=a], pour D =

{1, 6}, est tel que L(2) = 0 et λ(2, A1) = a.(b) L'arbre XML donné par la �gure 1.1 est également une structure étiquetée avecattributs.� Σ = {bd, work, author}� A = {name, title, year}� D = {Λ, 1, 2, 11, 12, 21}� Child = {(Λ, 1), (Λ, 2), (1, 11), (1, 12), (2, 21)}� NextSibling = {(1, 2), (11, 12)}� S = { Garey, Jonhson, Knuth, computer and intractability, the art of computerprogramming, 1975, 1967 }� L(Λ) = bd, L(1) = L(2) = work, L(11) = L(12) = L(21) = author� λ(1, title) = computer and intractability, λ(1, year) = 1975, λ(11, name) = Garey...� r = Λ n15



Nous concentrons notre étude sur la classe des arbres ordonnés à arité non bornée5.Le domaine D d'un arbre �ni ordonné constitue un ensemble de positions que l'on no-tera comme dans l'exemple XML : Λ pour la racine, {1, 2, . . .} pour les �ls de la racine,
{11, 12, . . .} pour les �ls du premier �ls de la racine, etc . . . Donnons tout d'abord unereprésentation binaire de ces structures.

Fig. 1.2 � Un encodage fcns et sa version étendueDé�nition 1.3 (Encodage fcns )L'encodage fcns (�rst child next sibbling) consiste à représenter un arbre (unranked) parun arbre binaire en utilisant deux pointeurs pour chaque noeud, un pour son premier �lset un pour son successeur droit, avec pour convention que le nouveau symbole © désignel'absence d'un tel successeur.� Pour une feuille f étiquetée a ∈ Σ, fcns(f) = a(©,©)� Pour un arbre t = a(t1 . . . tn), fcns(t) = a(fcns(t1 . . . tn),©)� Pour une haie h = t1 . . . tn avec n ≥ 2, fcns(h) = fcns(t1)[fcns(t2 . . . tn)]2Intuitivement, le troisième cas revient à encoder le sous-arbre le plus à gauche en laissantle pointeur de frère pour l'encodage de la forêt restante. Formellement t[t′]i désigne lasubstitution dans l'arbre t de la position i par l'arbre t′. ✓5en anglais : unranked ordered trees 16



On parlera d'arbre binaire étendu pour désigner les encodages d'arbres unranked danslesquels les éléments© sont oubliés. Un noeud peut donc avoir un successeur droit mêmeen l'absence d'un successeur gauche comme dans la �gure 1.2.Ces structures sont alors dans la classe
K = {I | I = (Σ, A, D,S, LeftChild, RightChild, r, L, λ)}où LeftChild représente la relation de premier �ls d'un arbre unranked et RightChild larelation de frère.

LangagesL'étude des langages est cruciale en informatique. Par exemple, une DTD spéci�e unensemble d'arbres, c'est-à-dire un langage d'arbres. Étant donné une représentation ALd'un langage, on veut pouvoir résoudre des problèmes de décision classiques tels que :
• Vide : ∃x ∈ AL ?
• Appartenance : x ∈ AL ?
• Intersection : ∃x ∈ AL ∩AL′ ?
• Inclusion : x ∈ AL ⇒ x ∈ AL′ ?En informatique, une représentation classique des langages repose sur les automates.Un Langage Régulier est alors un ensemble de structures reconnues par un automate :celles qui possèdent une6 exécution acceptante. Nous rappellerons ici ce qu'est un au-tomate de mots et un automate d'arbres et détaillerons les complexités respectives desproblèmes de décisions cités.

6au moins une dans le cas non déterministe 17



1.1.1 Langages de MotsDé�nition 1.4 (Automate de mots (NFA))Un automate est donné par un 5-uplet A = (Σ, Q, I, F, δ) où Σ est un alphabet �ni, Qun ensemble �ni d'états, I ⊆ Q un ensemble d'états initiaux, F ⊆ Q un ensemble d'états�naux et δ ⊆ Q × (Σ ∪ Λ) × Q une relation de transition ; on rappelle que Λ désigne lemot vide. ✓Un automate est dit déterministe quand I est un unique état et δ une fonction(partielle) de Q × Σ dans Q. Si l'automate ne change jamais spontanément d'état (i.e.
δ ⊆ Q× Σ×Q) l'automate est dit Λ-libre.Une exécution d'un mot w = w1...wn sur un automate A = (Σ, Q, I, F, δ) peut êtrevue comme une séquence (qi, ai, qi+1)i={1,m} où m ≥ n, q0 ∈ I, et il existe une injection fstrictement croissante de {1, n} dans {1, m} telle que si i ∈ f({1, n}), alors ai = w[f−1(i)]et (qi, ai, qi+1) ∈ δ et sinon ai = Λ et (qi, Λ, qi+1) ∈ δ. Une exécution est dite acceptantequand elle s'achève dans un état �nal (qm+1 ∈ F ).Exemple 1.5Le langage L, dé�ni par l'expression régulière a∗b+c?, est l'ensemble des mots com-mençant par un nombre arbitraire (éventuellement 0) de a, suivi d'un nombre quel-conque strictement positif de b, et éventuellement d'un c. Ce langage est accepté parl'automate A = (Σ, Q, I, F, δ) : Σ = {a, b, c}, Q = {q0, q1, q2}, I = {q0}, F = {q2},
δ = {(q0, a, q0), (q0, b, q1), (q1, b, q1), (q1, c, q2), (q1, c, Λ)}

Par exemple abc, bbb, aaaab sont des mots de L. Cela indique que l'on peut lire un deces mots w de l'état initial (�èche entrante), en terminant dans un état �nal (doublementcerclé), en suivant une séquence de transitions. Ces transitions sont spontanées (étiquetées
Λ) ou lisent un nouveau caractère de w. n18



Décisions ClassiquesLa complexité des problèmes proposés se mesure avec les paramètres principaux n, lataille du mot, et m la taille de l'automate : nA + aA où nA est le nombre de sommets de
A, et aA son nombre d'arêtes.Vide : Le problème de décider Vide est d'une complexité temporelle linéaire en lataille de l'automate. On rappellera également l'existence d'algorithmes non déterministeset logarithmiques en espace [Khuller et Raghavachari, 1997], ou d'approches en tempslogarithmique (dans un modèle de calcul parallèle [Vardi, 1998]) permettant de résoudrecette question.Appartenance : Décider si un mot w appartient au langage dé�ni par un automatedéterministe est un problème dit � linéaire combiné � i.e. linéaire en la taille du mot etlinéaire en la taille de l'automate (O(|w| × ‖A|)) ; la complexité structurelle est LogSpace(Théorème 3 de [Lohrey, 2001]). Pour un automate non déterministe A, la décision peutse faire en temps O(|w|.|A|2) et le problème caractérise la classe LOGDCFL (Lemme 11de [Segou�n, 2003]).Intersection : L'intersection de deux langages réguliers est bien sûr régulière etpeut se voir comme le � produit cartésien � de leurs automates. On peut donc construirel'automate de l'intersection 7 en temps O(|A|.|A′|).Inclusion : Le problème de l'inclusion pour les langages réguliers de mots don-nés par des automates est un problème PSPACE. Dans le cas général (automates non-déterministes, expressions régulières de mots) ce problème est PSPACE-complet. Unemeilleure complexité est obtenue en limitant l'expressivité des langages : par exemplel'inclusion est un problème PTIME pour les automates m-ambigus [Stearns et Hunt, 1981,Stearns et Hunt, 1985], NP-complet pour les automates reconnaissant des langages �nis[Hunt et al., 1976], ou coNP-complet pour des expressions régulières formées de concaté-nation de a, b, c... et de a∗, b∗, c∗... [Martens et al., 2004].7plus précisément, pourA un NFA à n sommets et a arêtes etA′ un NFA n′ sommets et a′ arêtes, on saitconstruire un NFA A′′ reconnaissant l'intersection des deux langages avec n.n′ états et O(a.a′+a.n′+a′.n)arêtes en temps O(a.a′ + a.n′ + a′.n). 19



Autres propriétés de clôture : L'ensemble des langages réguliers de mots estclos par union, concaténation et étoile. La construction des automates résultant deces opérations est bien connue [Rabin et Scott, 1959, Hopcroft et Ullman, 1969]. Soncoût est linéaire pour des automates non déterministes. On peut par ailleurs conser-ver le déterminisme à un coût identique à celui de la multiplication de matrices[Hopcroft et Ullman, 1990]. En�n, tout automate non déterministe est équivalent à unautomate déterministe [Rabin et Scott, 1959]. La procédure de déterminisation repose surune construction de sous-ensembles de l'espace d'états. Cela conduit à une constructionen temps exponentiel mais réalisable en espace polynomial [Stockmeyer et Meyer, 1973],dont le résultat donne accès en temps linéaire au complémentaire du langage.1.1.2 Langages d'ArbresD'un point de vue théorique, on peut dé�nir une classe d'arbres comme l'ensembledes arbres acceptés par un automate et on parlera alors de langage régulier d'arbres. Ilexiste di�érentes façons de parcourir un arbre à l'aide d'un automate (des feuilles vers laracine, et inversement ...) qui conduisent à plusieurs modèles [Doner, 1965, Doner, 1970,Thatcher et Wright, 1968, Comon et al., 1997].En pratique, dans le contexte XML, la notion de schéma dé�nit le type de contenu,la syntaxe, et éventuellement la sémantique d'un arbre. Deux types de schémas sontprincipalement utilisés :
• XSD (XML Schema Description [xmlSchema, 2001]) permet de dé�nir un schéma,de façon structurée, en respectant le format XML, approuvé par le W3C8.
• DTD (Document Type De�nition [dtd, 1995]) qui décrit la hiérarchie des éti-quettes, sans considération sur les valeurs d'attribut utilisées.Le choix des DTD est particulièrement bien adapté ici puisque l'on va s'intéresser àdes décisions concernant essentiellement la structure des étiquettes. Nous allons dé�nirce qu'est un automate d'arbres, puis voir qu'une DTD est un cas particulier d'automated'arbres.8http://www.w3.org/XML/Schema 20



Automate d'ArbresUne exécution d'un automate d'arbres sur un arbre annote l'arbre par des états jus-qu'à avoir annoté chacun des noeuds de l'arbre. Une exécution ascendante marque lesnoeuds, des feuilles à la racine (de proche en proche jusqu'à marquer la racine), et estdite acceptante si le n÷ud-racine est �nalement marqué par un état �nal. Intuitivement,on souhaite que la garde d'une transition puisse décrire la situation pour un nombre quel-conque de �ls. Pour conserver une représentation �nie des transitions dans le cadre àarité non bornée, on utilise les expressions régulières. On pourra marquer un noeud x, endéclenchant une transition à la lecture d'une étiquette, lorsque la séquence des marquesde ses �ls suit une certaine expression régulière.Dé�nition 1.6 (Automate d'Arbres (NFHA))Un automate d'arbres est donné par un 4-uplet A = (Σ, Q, F, δ) où Σ est un alphabet,
Q un ensemble �ni d'états, F ⊆ Q un ensemble d'états �naux, et δ un ensemble �ni derègles du type a(R)→ q où R ⊆ Q∗ est un langage régulier sur Q. ✓Exemple 1.7Soit l'automate A = (Σ, Q, F, δ) où Σ = {a, b, w}, Q = {qa, qb, qw}, F = {qb}, et δ donnéepar a(Λ)→ qa, w(q+

a )→ qw et b(q∗w)→ qb.Le langage accepté par cet automate est l'ensemble des arbres de racine b, dont les �lssont des w et les petits-�ls des a. Une exécution acceptant un arbre particulier est donnéepar la Figure 1.3. nOn parlera d'automate déterministe (DFHA) lorsque l'état d'un noeud p ne dépend quede son étiquette et de ses successeurs, i.e. si pour toutes règles a(R1)→ q1 et a(R2)→ q2,soit R1 ∩ R2 = ∅, soit q1 = q2.DTDLa notion de DTD est complètement connectée à celle d'automate d'arbres puisqu'uneDTD dé�nit un automate d'arbres particulier dans lequel l'ensemble des états est aussil'alphabet (Q = Σ). C'est typiquement le cas de l'exemple précédent que l'on pourraitré-écrire {b : w∗, w : a+}. 21



Fig. 1.3 � Exemple d'une exécution acceptante de l'automate d'arbres dans l'exemple 1.7Dans la pratique, on gère aussi les attributs et on spéci�e le contenu d'un élément enindiquant le nom, l'ordre et le nombre d'occurrences autorisées des sous-éléments. L'en-semble constitue alors la dé�nition des hiérarchies valides d'éléments (avec attributs) etde textes.
Exemple 1.8La DTD de la �gure 1.4 re�ète l'automate donné précédemment en exemple. Un arbrecomme celui de la �gure 1.1 (page 15) est valide pour cette DTD.<!ELEMENT db (work*)><!ELEMENT work (author+)><!ATTLIST work title CDATA #REQUIREDyear CDATA><!ELEMENT author (EMPTY)><!ATTLIST author name CDATA #REQUIRED>Fig. 1.4 � Une DTD-Source : KS

<!ELEMENT bib (livre*)><!ELEMENT livre (titre, auteur*)><!ELEMENT auteur #PCDATA><!ELEMENT titre #PCDATA>Fig. 1.5 � Une DTD-cible : KT22



bib

livre livre

titre auteur auteur titre auteur

computer and intractability the art of computer programmingGarey Jonhson KnuthFig. 1.6 � Une instance valide pour la DTD-cible KT nDécisions ClassiquesLa complexité des décisions classiques dépend évidemment de la représentation utili-sée pour les langages horizontaux (les expressions R). Une possibilité est de décrire ceslangages horizontaux par les automates de mots non déterministes (NFA). On peut égale-ment vouloir manipuler des combinaisons booléennes d'expressions régulières et une façonde les représenter est de le faire par des automates alternants (AFA).Vide : La décision du vide d'un automate est dans PTIME pour les NFHA(NFA) et
PSPACE-Complet pour les NFHA(AFA) (Théorème 8.5.8 de [Comon et al., 2007]).Appartenance : Décider si un arbre appartient au langage reconnu par un automate estun problème linéaire en la taille de l'arbre. Si on souhaite également considérer l'automatecomme une entrée, on parle alors du problème d'appartenance uniforme dont la complexitéest rappelée par la table 1.1 issue du théorème 8.5.6 de [Comon et al., 2007].Entrée Complexité de l'appartenance uniformeNFHA(NFA) temps linéaire combinéDFHA(DFA) temps linéaireNFHA(AFA) NP-completDFHA(AFA) PTIMETab. 1.1 � Décision de l'appartenance d'un arbre au langage d'un automate d'arbres23



Inclusion : Comme pour les automates de mots, l'inclusion est e�cace (PTIME) pourles automates d'arbres déterministes dont les langages horizontaux sont déterministes,et reste décidable mais plus di�cile (typiquement EXPTIME) pour les automates nondéterministes. La table 1.2, basée sur le théorème 8.5.9 de [Comon et al., 2007] expliciteles complexités pour di�érents types d'automates d'arbres.Entrée Complexité en TempsDFHA(DFA) PTIMENFHA(NFA) EXPTIME-CompletDFHA(AFA) PSPACE-CompletDTD(exp. reg. 1-non-ambiguës) PTIMEDTD PSPACE-CompletTab. 1.2 � Complexité de l'inclusion pour les langages d'automates d'arbresNotons �nalement que l'inclusion dans PTIME a récemment été généralisée pour lesDTD déterministes � celles pour lesquelles les langages horizontaux sont des expressionsrégulières dont les automates de Glushkov sont déterministes � [Champavère et al., 2008].Propriétés de clôtureIl existe di�érents encodages d'un arbre en arbre binaire, et certains permettent laconservation de la reconnaissabilité, i.e. L est reconnaissable par un automate d'arbressi et seulement si encodage(L) est simplement reconnaissable (par un automate d'arbresbinaire).Les langages réguliers d'arbres à arité bornée étant clos par union, complémentationet intersection (on pourra voir par exemple [Hopcroft et Ullman, 1990] ou le théorème 5de [Comon et al., 1997]) ; on en déduit que les langages réguliers d'arbres (à arité nonbornée) sont également clos par union, complémentation et intersection.De la même manière que pour les mots, une construction basée sur les parties des étatsd'un automate (NFHA) permet d'obtenir un automate déterministe (DFHA) équivalentet cette déterminisation peut également provoquer une augmentation exponentielle dunombre d'états. Minimiser le nombre d'états d'un DFHA reconnaissant un langage mèneà un unique automate normalisé (au renommage des états près). La minimisation devient24



par contre délicate lorsqu'on veut tenir compte de la taille des représentations des langageshorizontaux [Cristau et al., 2005, Martens et Niehren, 2005].Autres Langages d'ArbresDé�nir ce qui est valide est aussi le rôle des � schémas� comme Relax NG [relaxNG, 2001],XML Schema [xmlSchema, 2001] et Schematron [schematron, 2004]. Ceux-ci sont préfé-rentiellement exprimés en syntaxe XML alors que les DTD ont une syntaxe spéci�que.La di�érence la plus signi�cative du point de vue de la puissance d'expression est que lesDTD spéci�ent les arbres valides et ne permettent pas de restriction (négative). On nepeut donc pas exprimer une restriction sur l'imbrication des éléments (un élément "A" nepeut contenir un autre élément "A" à n'importe quel niveau) ni dé�nir des domaines devalidité pour la valeur d'un champ.D'un point de vue des langages, les DTD ne s'intéressent qu'aux étiquettes et sontdes langages dits � locaux � [Makoto, 1995]. Pour une DTD non-ambiguë, il est possiblede construire un automate déterministe descendant permettant de reconnaître l'ensembledes encodages (fcsn) des arbres valides. Il est par ailleurs connu que ces langages sontstrictement moins expressifs que les langages dé�nis par les automates (déterministes) as-cendants. Les XML Schemas, fournissent un cadre intermédiaire permettant d'accéder auxinformations des ancêtres du noeud courant. Ils correspondent aux DTD � restreignantla compétition � [Bex et al., 2005] et sont alors adaptés à une perspective de validationdescendante en une passe [Martens et al., 2005].RelaxNG fournit, quand à lui, un cadre plus général que les précédents puisqu'il permetde représenter tous les langages réguliers. Il existe par ailleurs plusieurs outils permettantdes transformations entre schémas : [Trang, 2004] permet par exemple de convertir :� une DTD en XML Schema ou en schéma RelaxNG (en notation compacte ou XML),� un schéma RelaxNG en DTD ou en XML Schema (lorsque c'est possible).
25



1.2 Distance et Approximation1.2.1 DistancesAussi appelée distance de Levenshtein ou déformation dynamique temporelle, la dis-tance d'édition entre deux mots w et w′, est le nombre minimal d'opérations pour trans-former w en w′ en e�ectuant les opérations élémentaires suivantes : ajout, suppressionou substitution d'un caractère. La distance d'édition relative est alors la distance absoluedivisée par le maximum des longueurs de w et w′.Notons que la distance d'édition entre deux mots w et w′ peut simplement être obtenuepar programmation dynamique en temps (|w|+ 1)× (|w′|+ 1) et en espace min(|w|, |w′|).Exemple 1.9Soit w = 01011111 et w′ = 0000111. En partant de w, on peut remplacer les deux premiers
1 en 0 et supprimer le dernier 1. On obtient ainsi w′ en trois opérations élémentaires.Il est par ailleurs facile de montrer qu'au moins trois opérations sont nécessaires donc
dist(w, w′) = 3 et d(w, w′) = 3/8. nAjoutons maintenant un nouveau type d'opération élémentaire, le déplacement, quiconsiste à déplacer un sous-mot à une autre position (pour un coût de 1). La distance està nouveau le nombre minimal d'opérations élémentaires pour passer d'un mot à l'autre,et la distance relative cette même distance divisée par max(|w|, |w′|).Exemple 1.10Soit w = 01010111 et w′ = 000011111. On peut transformer w à w′ avec deux déplace-ments (de 01) et une insertion (de 0) :

w = 01010111
m−→ 010011111

m−→ 000111111
i−→ 000011111 = w′

dist(w, w′) = 3 et d(w, w′) = 3/9 = 1/3. n26



Fig. 1.7 � Distance d'édition avec déplacements : les quatre opérations élémentairesLa distance d'édition avec déplacements se généralise naturellement aux arbres. Ladistance entre deux arbres est alors le nombre minimum d'opérations élémentaires néces-saire pour transformer un arbre en un autre. Les opérations élémentaires sont similairesau cas des mots : on peut, à un coût unitaire :
• Modi�er l'étiquette d'un n÷ud.
• Insérer ou supprimer un n÷ud qui n'est pas la racine (les éventuels �ls de ce n÷uddeviennent alors des �ls du père de ce n÷ud-source, insérés à la place déterminéepar l'arête père-�ls).
• déplacer tout un sous-arbre à une autre position.Comme précédemment, la distance relative est la distance absolue divisée par le maximumde la taille des deux arbres considérés, la taille étant ici le nombre de n÷uds de l'arbre.27



L'insertion d'un noeud est donnée par une position et une étiquette de Σ. La positionpeut être de 4 types : sous une feuille ; en tant que dernier �ls d'un noeud ; à la placed'un noeud existant (le noeud inséré décale alors la sous-haie issue de cette position9sur la droite) ; ou en tant que nouveau père d'une sous-haie (comme l'exemple donnépar la Figure 1.7).La suppression d'un noeud v fait hériter au père v de ce noeud l'éventuelle descen-dance de v.Le déplacement permet de déplacer le sous-arbre t enraciné en la position initiale àune position destination, en suivant les mêmes règles que pour l'insertion sur l'arbreprivé de t.Qu'il s'agisse de mots ou d'arbres, nous avons maintenant des distances entre instancesque nous pouvons généraliser aux distances entre langages. La distance d'une instanceà un langage est la distance de cette instance à l'instance du langage la plus proche ; ladistance entre deux langages est la plus petite distance entre deux instances des langages.Formellement :
dist(w, L1) = min

w1∈L1

dist(w, w1)

dist(L1, L2) = min
w1∈L1,w2∈L2

dist(w1, w2)Remarquons que cette généralisation n'est pas spéci�que à une distance, même si danscette thèse, nous l'utilisons pour la distance d'édition avec déplacements. Notons �nale-ment que les minimums (min) doivent être remplacés par des inf dans le cas de distancescontinues (par exemple les distances relatives).Nous allons �nalement détailler le type d'approximation utilisé dans ce document enrappelant la notion de testeur. Cette notion sera appliquée dans un cadre particulier :celui de distances basées sur la distance d'édition avec déplacements sur les mots et lesarbres étiquetés. Elle est rappelée ici dans le cadre général d'une classe de structuresmunie d'une distance.9le cadran dessous / à droite de cette position i.e. le noeud et sa clôture par les relations de �ls et defrère droit 28



1.2.2 Proximité et TesteursLa principale motivation pour modi�er le modèle de calcul usuel est que la plupartdes problèmes sont trop di�ciles (par exemple NP-di�cile). L'approche traditionnelleconsiste à approximer un problème de calcul et l'approximation porte sur la sortie, commedans le cas des schémas d'approximation en temps polynomial (PTAS). Cette approchetrouve ses limites dans la caractérisation [Arora et Safra, 1998] de NP par les preuvesvéri�ables de manière probabiliste, qui implique des résultats de non-approximabilité[Feige et al., 1996].Le property testing suggère d'approcher un problème de décision (par exemple, la 3-colorabilité) en accord avec une distance donnée sur les objets étudiés (par exemple, lesgraphes). Deux simpli�cations sont introduites : une probabiliste et une autre combina-toire. Étant donnée une distance sur les objets considérés (par exemple, le nombre d'arêtesdont di�èrent deux graphes), un ε-testeur pour une propriété :� accepte tout objet satisfaisant cette propriété� refuse, avec grande probabilité, tout objet ε-loin de ceux la satisfaisant.Ce modèle rend possible la véri�cation d'une multitude de propriétés.Dé�nition 1.11 (Proximité)Deux structures de taille respective n et m sont dites ε-proches si leur distance est infé-rieure à ε×max(n, m). Dans le cas contraire, on dit qu'elles sont ε-loin.Une classe K est ε-inclue dans une classe K′ si toute structure de K (sauf éventuellementun nombre �ni) est ε-proche de K′. On note alors K ⊆ε K′ et les classes sont dites ε-loindans le cas contraire. Deux classes sont ε-équivalentes, noté K ≡ε K′, si elles véri�entl'ε-inclusion dans les deux sens. ✓Soit K une classe de structures �nies U , telle que les mots ou les arbres. Une propriété
P est un sous-ensemble de K. Une formule F sur K est dé�nie dans une logique telle quela logique du premier ordre ou la logique monadique du second ordre.Dé�nition 1.12Soit P une propriété sur K. Une structure U ∈ K ε-satisfait P , ou encore U |=ε P , si Uest ε-proche d'une structure U0 ∈ K qui satisfait P (que l'on notera telle que U0 |= P ).
✓ 29



La notation U 6|=ε P sera utilisée pour signi�er que U est ε-éloignée de toute structure
U0 satisfaisant P , i.e. telle que U0 |= P .Dé�nition 1.13 (Testeur [Goldreich et al., 1998])Soit ε > 0. Un ε-testeur pour une propriété P ⊆ K est un algorithme probabiliste A telque, pour toute structure U ∈ K fournie en entrée :1. Si U |= P , alors A accepte avec probabilité 1 ;2. Si U 6|=ε P , alors A rejette avec probabilité au moins 2/3.

✓Le seuil 2/3 sur la probabilité d'accepter est bien sûr arbitraire. Il peut être remplacépar n'importe quelle constante γ > 1/2, entraînant un facteur multiplicatif en log(1/γ)dans la complexité du testeur. Il su�t en e�et d'exécuter log(1/γ) fois un testeur fonc-tionnant pour le seuil 2/3, puis de prendre la majorité de ses réponses pour obtenir leseuil γ.Dé�nition 1.14Une propriété P ⊆ K est testable, s'il existe un algorithme probabiliste A tel que, pourtout réel ε > 0 donné en entrée, A(ε) est un ε-testeur de P , et la complexité en temps de
A dépend uniquement de ε. ✓Dans le cas classique, une propriété sépare une classe d'instances en deux zones :celles satisfaisant la propriété et celles ne la satisfaisant pas. L'approximation introduitedans ce document se fonde sur la notion de testeur et une propriété distingue alors troistypes d'instances : celles qui satisfont la propriété, celles loin de satisfaire la propriété10et une zone intermédiaire : les instances proches de satisfaire la propriété. On souhaitealors garantir le résultat de la décision pour les deux premières zones, quitte à tolérer desdécisions erronées dans la zone intermédiaire (grisée).

10i.e. loin de toute instance satisfaisant la propriété30



Fig. 1.8 � Intuition de l'Approximation d'une Propriété
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Chapitre 2Statistiques : Mots, Arbres,Automates

La notion de testeur a été dé�nie pour une distance quelconque. Dans cette thèse,nous considérons le cadre de la distance d'édition avec déplacements. Cette distanceparticulière a déjà montré son intérêt dans des travaux précédents, puisqu'il a été dé-montré que l'équivalence approchée de langages réguliers de mots et d'arbres est tes-table pour cette distance [Fischer et al., 2006]. Cette approche est ici présentée en in-troduisant une représentation statistique guidée par cette distance. Un intérêt essentielde cette représentation est que la statistique d'une instance est calculable en temps li-néaire, mais surtout qu'elle peut être approchée e�cacement via un échantillonnage del'instance. Ceci constitue une di�érence majeure avec l'étude des dénombrements desous-arbres [Asai et al., 2002, Abe et al., 2002], ou des sous-arbres induits [Zaki, 2002,Wang et al., 2004, Yang et al., 2004] : dans notre cas, un noeud est impliqué dans unnombre borné de sous-structures d'une taille donnée. Cette représentation statistique desinstances est ensuite étendue pour les automates de manière inductive. Elle permet parexemple de décider e�cacement l'inclusion approchée de deux langages par la comparaisonde leurs représentations statistiques. 33



La statistique d'un mot est la fréquence de ses sous-mots (de ses sous-blocs) d'unelongueur donnée. On détaillera, pour un mot donné, des méthodes linéaires de calcul desstatistiques de ce mot : c'est le théorème 2.6 (page 39).On montre par le fait 2.8 (page 42) comment échantillonner un mot et en déduire unebonne approximation de ses statistiques. La nouveauté de cette section réside principale-ment dans le traitement du problème réciproque : l'implémentation approchée i.e. étantdonnée une statistique, est-il possible de trouver une suite de mots dont les statistiquesconvergent vers cette statistique ? Le théorème 2.18 (page 50) permet e�ectivement dedécider ce problème approché e�cacement et cette décision polynomiale a par ailleursété automatisée en Maple. Ces nouvelles propriétés visant à donner des intuitions sur lesstatistiques ne sont pas indispensables à la compréhension de la suite. Nous �nirons parmontrer en quoi notre représentation statistique est liée à la distance d'édition avec dé-placements : si deux mots de même longueur ont des statistiques proches, alors ces motssont proches.La statistique d'un arbre est la fréquence des chemins (et des étiquettes) d'unelongueur donnée dans l'encodage fcnf de l'arbre (d'arité non bornée). On montre qu'ànouveau on peut, étant donné un arbre, calculer ses statistiques en temps linéaire. Lanouveauté est l'extension de l'échantillonnage pour des arbres à arité non bornée : l'algo-rithme proposé calcule une matrice statistique approchée, grâce à un nombre constant derequêtes, une requête sur l'arbre étant l'accès à l'étiquette d'un noeud ou la lecture d'unpointeur (de l'encodage fcns ). Cet l'échantillonnage conduit à une bonne approximationdes statistiques d'un arbre avec grande probabilité, bonne dans le sens inférieure à ε pourla norme L1. On donnera �nalement les grandes lignes de l'adaptation de l'implémenta-tion approchée pour les arbres. Seules les dé�nitions des statistiques sont ici essentiellespour la compréhension de la suite.
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La statistique d'un automate vise à représenter les statistiques de ses mots (ouarbres). On montre alors comment construire de façon inductive une bonneapproximation de ces statistiques par une union de polytopes (proposition 2.31), quisont des enveloppes convexes de points correspondants aux boucles de cet automate. Encomparaison de l'approche similaire proposée dans [Fischer et al., 2006] pour lesautomates de mots et arbres à arité bornée, l'apport est de considérer le cas des arbres àarité non bornée.
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2.1 Statistiques de MotsSoit k un entier strictement positif �xé, Σ un alphabet (�ni) et w un mot sur Σ. Pourtout mot u de longueur k, on note |w|u le nombre d'occurrences de u dans w.Dé�nition 2.1 (ustat)Étant donné k un entier non nul, ustatk est un vecteur décrivant les fréquences d'apparitionde chaque sous-mot de longueur k.
∀u ∈ Σk, ustatk(w)[u]

def
= |w|u
|w|−k+1

ustatk(w) est alors le vecteur à |Σ|k coordonnées contenant une coordonnée par sous-motde longueur k. ✓La valeur de ce vecteur, pour la coordonnée u, correspond à la distribution de proba-bilité qu'un sous-mot de longueur k, tiré uniformément (parmi l'ensemble des sous-motsde longueur k), soit ce u particulier, i.e.
ustatk(w)[u] = Pr

j=0,...,n−k

[
w[j + 1, j + 2, . . . , j + k] = u

] (2.1)Exemple 2.2Pour Σ = {0, 1}, w = 00011111 de longueur n = 8

• Pour k = 2, n − k + 1 = 7 et le nombre d'occurrences de 00, 01, 10, 11 estrespectivement 2, 1, 0 et 4. Le vecteur statistique associé (dans une descriptionlexicographique des coordonnées) est donc :
ustat2(w) = ( 2/7 , 1/7 , 0 , 4/7 )

• Pour k = 3, n− k + 1 = 6, et l'ordre d'énumération est maintenant 000, 001, 010,
011, 100, 101, 110 et 111. Le vecteur statistique est alors :

ustat3(w) =
(

1/6 , 1/6 , 0 , 1/6 , 0 , 0 , 0 , 1/2
) n36



2.1.1 Liens entre Statistiques et DistancesIl existe un lien profond entre la distance d'édition avec déplacement entre deux motset la norme L1 entre leurs statistiques :1. Si deux mots sont proches, leurs statistiques sont proches (Théorème 2.3).2. Si deux mots (assez grands, de même longueur) ont des statistiques proches, alorsils sont proches (Théorème 2.4).Théorème 2.3 (lemme 3.3 de [Fischer et al., 2006])Soit ε ∈]0, 1[ et soient w et w′ deux mots de longueur n = Ω(1
ε
). Si dist(w, w′) ≤ 5ε2nalors ∣∣ustatd1/εe(w)− ustatd1/εe(w

′)
∣∣ ≤ 6.1ε FDémonstration : Pour chaque opération élémentaire, explicitons l'impact maximal faitsur le vecteur statistique. E�ectuer une opération élémentaire de distance d'éditionavec déplacements sur le mot w conduit à changer le voisinage autour d'au plustrois positions de w. Le cas le plus défavorable est celui du déplacement : il impacteles voisinages autour de trois positions de w : les positions de début et de �n dusous-mot déplacé et la position où ce sous-mot est réinséré. Pour chacun de cestrois voisinages, au plus 2(k − 1) sous-mots sont a�ectés par cette opération. Uneopération élémentaire de la distance engendre donc une di�érence en norme L1 surles statistiques inférieures à 3 · 2 · (k − 1) ≤ 6

n·ε
où n est la longueur de w. Parinduction sur la distance absolue, on conclue que pour ε2 ·n opérations, la di�érenceen norme L1 est inférieure à 6ε. �

Énoncer une réciproque de ce résultat du type � si deux mots ont des statistiquesproches alors ils sont proches � nécessite des précautions. En e�et deux mots de taillesrespectives très di�érentes peuvent avoir les mêmes statistiques sans être proches. Pour desmots de même longueur, la réciproque est par contre toujours vraie et peut s'obtenir par unargument non constructif. C'est en e�et un corollaire des travaux de [Fischer et al., 2006],en particulier la contraposée du lemme 3.6. Notons que nous n'exposons que très partielle-ment ce résultat profond et techniquement di�cile, sans détailler les mesures statistiquesintermédiaires (bstat, bustat) introduites pour son obtention.37



Théorème 2.4 (Robustesse de ustat)Pour tout alphabet �ni Σ, ε ∈]0, 1[, et w et w′ deux mots sur Σ de longueur n =

Ω

(
ln |Σ|.|Σ|2/ε

ε5

) : Si |ustatd1/εe(w)− ustatd1/εe(w
′)| ≤ 6.5ε, alors dist(w, w′) ≤ 5εn. FDémonstration : La robustesse de bustat issue de celle de bstat permet d'obtenir cellede ustat :� Pour des mots de même longueur, la robustesse peut être montrée pour bstat :

dist(w, w′) ≤
(

1

2
|bstat(w)− bstat(w′)|+ ε

)
× noù bstat désigne la distribution des blocs de k lettres consécutives.� La distribution bstat est toujours proche de la distribution bustat :pour tout mot w assez grand, il existe un mot v obtenu à partir de w parl'e�acement de O( (ln|Σ|)|Σ|2/ε

ε4 ) lettres tel que |bustat(w)− bstat(v)| ≤ ε
2
.� La robustesse de bustat est donc une conséquence de celle de bstat.� Par un argument probabiliste, on montre que �pour tout mot w assez grand�

|bustat(w)− ustat(w)| = O( (ln|Σ|)|Σ|2/ε

ε4 ).� La robustesse de ustat est alors une conséquence de la robustesse de bustat.
�Remarque 2.5L'introduction de la statistique intermédiaire bstat vient des idées suivantes : si deux motsde même longueur ont des bstat proches, alors on peut transformer l'un en l'autre avecpeu d'opérations : un bloc sur-représenté est remplacé par un bloc sous-représenté jusqu'àl'obtention de l'égalité des bstat et, si les bstat sont égaux, les mots sont proches via desdéplacements.Par contre, et contrairement à ustat, deux mots peuvent être proches et avoir des bstatloin. En e�et, décaler la position initiale (depuis laquelle on découpe en blocs de taille�xée) peut changer radicalement la distribution de blocs. Prendre en compte ces possiblesdécalages est alors l'idée de la dernière mesure introduite par bustat.

38



2.1.2 Calcul et ApproximationPour calculer les valeurs du vecteur statistique ustat d'un mot w, il su�t de déplacer surle mot w une fenêtre de longueur k en mettant à jour un vecteur de dimension constante(|Σ|k). Ceci suggère un mode de calcul en continu (streaming) du vecteur ustatk(w).Proposition 2.6Pour tout k, et tout mot w de Σ∗, toutes les valeurs non nulles de ustatk(w) peuvent êtrecalculées en temps O(|w|) ?Ce calcul peut être vu comme une exécution sur un automate AΣ,k
Bruijn� d'états Q = {u ∈ Σ∗ | |u| ≤ k − 1}� d'état initial I = Λ� et de relation de transition dé�nie par δ :� pour chaque u ∈ Σ∗ tel que |u| < k − 1, et tout a ∈ Σ, (u, a, ua) ∈ δ.� pour chaque u ∈ Σ∗ tel que |u| = k−1, et tout a ∈ Σ, en posant u′ la restriction de

u à ses k− 1 dernières lettres alors : (u, a, u′a) ∈ δ, et cette transition incrémentele compteur de ua.
Il est également possible de calculer dans le même temps les statistiques uniformes detous les ordres inférieurs ou égaux à k, en ajoutant les incrémentations des compteursadditionnels correspondants (voir la �gure 2.1). Ces procédures nécessitent à priori unemémoire exponentielle en k puisqu'il y a un nombre exponentiel de compteurs (un parcoordonnée du vecteur calculé). Nous pouvons réduire cette complexité spatiale vis-à-visde k, par exemple en e�ectuant une passe par compteur. La dépendance en k est alorsréduite à une complexité spatiale linéaire en k ; l'aspect linéaire en la taille du mot estconservé, mais nous perdons l'aspect en ligne de l'algorithme.
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Fig. 2.1 � ustat1, ustat2 et ustat3 en temps linéaire sur l'alphabet {0, 1}.Exemple 2.7Le calcul de ustat1(w), ustat2(w) et ustat3(w) en temps linéaire est donné pour l'alphabet
{0, 1} par la �gure 2.1.L'étiquetage des arêtes sur cette �gure a le sens suivant : la première ligne de l'étiquetteest la lettre lue, les lignes suivantes sont de la forme [u] + + pour signi�er que lors decette transition, le compteur associé à u (un mot de longueur inférieure à k) est incrémenté.Le résultat �nal X du calcul est donc un vecteur d'entiers dont la normalisation est levecteur stat recherché.Rappelons que la normalisation d'un vecteur (non nul) est simplement la multiplicationscalaire de ce vecteur par l'inverse de sa norme : [[−→X]] [u] =

−→
X [u]∑

v∈Σk

−→
X [v]

. n
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Calcul ApprochéComme déjà vu dans les travaux de [Fischer et al., 2006], ces statistiques sur les motspeuvent être approchées en temps constant.Algorithme 1 : Échantillonnage d'une Statistique de Mot.Données : Un mot w, un nombre d'échantillons N , et une taille d'échantillon kSorties : ûstatN
k (w)

max := |w| − k ;
X le tableau initialisé à 0 pour tout u ∈ Σk;pour i de 1 à N faireChoisir uniformément j ∈ {1, max} ;

u = w [{j, j + k}];
X[u] := X[u] + 1/N ;�nretourner X

En e�et, pour chaque itération de l'algorithme 1, l'incrémentation de X[u] est unevariable de BernoulliXu ∈ {0, 1} avec probabilité de succès pu = ustat(w)[u]. Les N tiragesaléatoires étant indépendants, la borne de Cherno� peut donc être appliquée sur chaquecoordonnée : Pr [Xu < pu − ε] + Pr [Xu > pu + ε] < 2e−2Nε2. La taille de l'échantillon Nest alors choisie pour que la probabilité d'erreur de l'algorithme soit inférieure à 1/3(naturellement généralisable à toute constante strictement positive).
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Théorème 2.8 (Corollaire 3.1 de [Fischer et al., 2006])Pour tout k �xé, et tout mot w de Σ∗, il existe un échantillonneur qui approxime ustatk(w)en temps de calcul O(k3(ln |Σ|)|Σ|k/2) FDémonstration (sketch) : L'échantillonneur consiste à approximer ustat par le vecteurmoyen de tirages élémentaires où un tirage élémentaire choisit un sous-mot aléatoirede longueur k, depuis une position uniformément distribuée. Par dé�nition des vec-teurs ustatk, l'espérance de ce tirage est ustatk. La convergence est donc garantiepour la norme L1 i.e.
lim

N→∞

∑

u∈Σk

∣∣∣ustat(w)[u]− ûstatNk (w)[u]
∣∣∣ = 0Dans [Fischer et al., 2006], ce résultat à été a�né en montrant que pour N =

O(k3|Σ|2k ln |Σ|) itérations de ce tirage élémentaire, une sortie proche du vecteurcomplet ustatk est obtenue avec grande probabilité. La proximité se mesure ici parla norme L1, la somme des valeurs absolues des di�érences sur l'ensemble des co-ordonnées ; proche signi�e alors à moins de ε = 1/k ; et grande probabilité signi�ealors avec probabilité plus que 2/3.11
Pr

N=O(k3|Σ|2k ln |Σ|)

[
∑

u∈Σk

∣∣∣ustat(w)[u]− ûstatN
k (w)[u]

∣∣∣ > 1/k

]
≤ 2/3

�La sortie de l'algorithme 1 ne dépend que de k et de Σ. L'approximation de ces statistiquesse fait donc en temps dépendant seulement de Σ et k, mais pas de la taille du mot donnéen entrée.

11facilement généralisable pour un p < 1 arbitraire42



2.1.3 InversionAprès avoir vu comment passer (de façon exacte ou approximative) d'un mot à sonvecteur statistique, nous allons nous intéresser à l'opération inverse consistant à retrouverdes mots possédant une statistique donnée.Dé�nition 2.9 (Inversion de statistique)Soit k ∈ N+ et λ =
(
λ1, ..., λ|Σ|

k
) une statistique d'ordre k. On dit que w est un inversede λ, quand ustatk(w) = λ. S'il existe un tel mot w, on dira que λ est inversible. ✓Exemple 2.10 (Une statistique non inversible)Soit Σ = {0, 1} et posons λ = (1/3, 2/3, 0, 0). λ ne possède aucun inverse. En e�et, pourinverser λ, il faudrait la présence d'au moins deux occurrences de 01. Ceci impose laprésence d'au moins une occurrence de 10, et contredit ainsi la valeur λ[10] = 0. n

Remarque 2.11Il est toujours possible d'inverser une statistique uniforme : Pour tout k > 0, il existeun mot wk ∈ Σ∗ de longueur |wk| = |Σ|k + k − 1 qui contient comme sous-mots toutmot sur Σ de longueur k. En e�et, l'automate AΣ,k
Bruijn sur lequel se déroule une exécutiondu calcul dans la proposition 2.6 (page 39) donne implicitement un générateur de motsde statistique uniforme : tout chemin eulérien recouvrant Q′ =

{
w ∈ Σk−1

} produit unmot dont le ustatk est uniforme. En faisant abstraction des étiquettes de la restrictionde cet automate à Q′, on reconnaît un graphe de Bruijn [de Bruijn, 1946, Good, 1946](dedimension k, sur |Σ| symboles), ce qui garantit l'existence d'un tel chemin. En décrivant unchemin minimal, de l'état initial à Q′, puis un chemin eulérien dans Q′, on obtient des mots(minimaux) ayant un ustat uniforme. Par exemple pour Σ = {0, 1, 2}, w = 001021122,
k = 2, et tout a,b ∈ Σ, ustat2(w)[ab] = 1/9.
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Si l'inverse est cherché d'une taille particulière, les idées de [Kontorovich, 2004] peuventêtre suivies pour réduire à nouveau le problème à l'existence d'un chemin eulérien dans unnouveau graphe. La notion d'inversion asymptotique est nouvellement introduite ici pourcapturer l'aspect asymptotique de cette question. En réduisant ce problème à la résolutiond'un système linéaire, on aura une décision en temps polynomial. Requérir des mots detaille croissante impose de suivre un grand nombre de boucles dans le graphe de Bruijnd'ordre k, ce qui fait que la proportion de ces boucles devient la seule chose signi�catived'un point de vue statistique.
Inversion asymptotique approchéeDé�nition 2.12 (inversion asymptotique)Pour tout vecteur unitaire a de RΣk , on dira que a est asymptotiquement inversible, noté
Inv∞ (a), s'il existe une suite d'instances (de mots) de taille croissante dont la suite desstatistiques d'ordre k converge vers a pour la norme L1. ✓L'existence d'une suite croissante suggère que les parties �nies ne comptent que margi-nalement. La proposition suivante illustre qu'il est e�ectivement su�sant de se concentrersur les boucles pour décider de l'inversion asymptotique.Proposition 2.13Sur l'alphabet binaire, k = 2, et a = (a1, a2, a3, a4) un vecteur unitaire de réels, Inv∞ (a)si et seulement si a2 = a3. ?Démonstration : Entre deux apparitions d'un motif 01, il existe nécessairement unsous-mot 10. Le nombre de 01 est toujours le même que le nombre de 10 plus oumoins un et donc asymptotiquement on impose a2 = a3. Réciproquement, la suitede mots ((00)ba1.nc(01)2.a2.n(11)a4.n

)
n∈N convient. �Nous allons donner l'intuition de la réduction à un système linéaire par un exemple.44
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Fig. 2.2 � A{0,1},2
Bruijn.Exemple 2.14Reprenons l'automate A{0,1},2

Bruijn décrit pour le calcul du vecteur statistique d'un mot en re-présentant les arêtes 0 en pointillés, les arêtes 1 par des �èches pleines, et xi représentantintuitivement la proportion du nombre de passages par cette arête dans l'exécution d'unlong mot sur cet automate.Essayons par exemple d'inverser (asymptotiquement) a = (2/7, 1/7, 0, 4/7).Si on peut e�ectivement le faire, alors il existe x1, . . . , x8 dans [0, 1] tels que
8∑

i=1

xi = 1les statistiques sont respectées :





00 : x1 + x5 = 2/7

01 : x2 + x6 = 1/7

10 : x3 + x7 = 0

11 : x4 + x8 = 4/7et les �ots sont conservés :





x2 = x5 en l'état 00

x3 + x4 = x2 + x6 en l'état 01

x4 = x7 en l'état 10

x3 + x7 = x5 + x6 en l'état 1145



Ce système ne possède pas de solution. Cette statistique peut pourtant être e�ectuéeen suivant la suite d'états i, 0, 00, 00, 01; 11; 11; 11; 11. On retrouve alors le mot 00011111dont on a déjà montré qu'il était un inverse de cette statistique avec l'exemple 2.2 (page36) pour k = 2.Par contre, asymptotiquement, on ne peut pas obtenir cette statistique.En e�et, x3 = x7 = 0, ce qui implique x4 = 0 puis x3 + x4 = 0 et donc x2 = x6 = 0 ;or on voulait x2 + x6 = 1/7. On n'a donc pas de mot arbitrairement long possédant acomme statistique, et on peut aussi expliquer cela par le fait de pouvoir générer des 01 ;il est nécessaire de générer (à deux près) le même nombre de 10 ; on va donc s'écarterasymptotiquement de ce vecteur d'au moins 1/7. n
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Fig. 2.3 � A{0,1,2},2
Bruijn.
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Proposition 2.15Sur l'alphabet ternaire, k = 2, et a = (a1, a2, a3, . . . , a9) un vecteur unitaire de réels,
Inv∞ (a) si et seulement si le système suivant possède une solution :1. ∑

i

xi = 1 où xi désigne la fréquence d'utilisation de l'arête i.2. les statistiques sont respectées, i.e. la somme des poids entrant dans un état corres-pond à la statistique recherchée pour ce sous-mot (l'étiquette de cet état).





x000 + x100 + x200 = a1 (état 00)

x001 + x101 + x201 = a2 (état 01)

x002 + x102 + x202 = a3 (état 02)

x010 + x110 + x210 = a4 (état 10)

. . .

x022 + x122 + x222 = a9 (état 22)3. Les �ots sont conservés, i.e. la somme des poids entrant dans un état est égal à lasomme des poids qui en sortent.





x100 + x200 = x001 + x002 (état 00)

x001 + x101 + x201 = x010 + x011 + x012 (état 01)

. . .

x022 + x122 = x220 + x221 (état 22)

?Chaque valeur de statistique génère une contrainte ; chaque état spéci�e aussi unecontrainte pour la conservation de son �ot. 12 Pour décider si une statistique peut êtreapprochée de la sorte, il nous su�t donc de connaître l'ensemble des solutions du systèmeainsi généré pour le vecteur a associé. Si l'on tient compte des arêtes permettant d'arriverdans la partie des états cerclés, on retrouve un problème d'inversion exact. La partie noncerclée in�uence au plus k − 1 sous-mots de longueur k. Pour des mots de plus en pluslongs, l'impact de cette phase � initialisation � sur la statistique tend vers zéro13.12Par exemple pour l'état 02, on génère la contrainte x002 + x102 + x202 = x020 + x021 + x022.13≤ (k − 1)/(n− k + 1) pour un mot de longueur n47



Exemple 2.16 (Inversion à l'ordre 3 sur l'alphabet binaire)A partir de l'automate A{0,1,3},2
Bruijn précédemment considéré pour le calcul de ustat pourl'alphabet binaire et k = 3, on dé�nit la matrice d'adjacence suivante possédant unevariable par arête de l'automate.

M :=




x1 0 0 0 x2 0 0 0

x3 0 0 0 x4 0 0 0

0 x5 0 0 0 x6 0 0

0 x7 0 0 0 x8 0 0

0 0 x9 0 0 0 x10 0

0 0 x11 0 0 0 x12 0

0 0 0 x13 0 0 0 x14

0 0 0 x15 0 0 0 x16


On engendre les équations du système par les contraintes suivantes :

• Les variables sont dans [0,1] et se somment à 1 : 0 ≤ xi ≤ 1 pour i ∈
{
1, |Σ|k+1

},
|Σ|k+1∑

i=1

xi = 1.
• Les �ots sont préservés : la somme des valeurs entrantes dans un état est aussi lasomme de ses valeurs sortantes.

x1 + x3 = x1 + x2, x5 + x7 = x3 + x4, x9 + x11 = x5 + x6, x13 + x15 = x7 + x8,

x2 + x4 = x9 + x10, x6 + x8 = x11 + x12, x10 + x12 = x13 + x14, x14 + x16 = x15 + x16

• Les masses sont respectées : la distribution stationnaire est celle qui est recherchée.La somme des valeurs entrantes d'un noeud doit correspondre à la statistiquerecherchée (pour ce sous-mot) i.e. la somme sur une ligne i doit redonner la valeurde a[i]. Pour le vecteur λ :=

(
1

2
,

1

10
,

1

10
, 0,

1

10
, 0, 0,

1

5

) on obtient les équations :
x1 + x2 =

1

2
, x3 + x4 =

1

10
, x5 + x6 =

1

10
, x7 + x8 = 0,

x9 + x10 =
1

10
, x11 + x12 = 0, x13 + x14 = 0, x15 + x16 =

1

5
.48



En résolvant le système, on obtient les solutions suivantes :
x5 =

1

10
, x9 =

1

10
, x16 =

1

5
,

x1 =
1

2
− x3,

x4 =
1

10
− x3,

x6 = x7 = x8 = x10 = x11 = x12 = x13 = x14 = x15 = 0

0 ≤ x2 = x3 ≤
1

10
.dont une solution est :

S =




2/5 0 0 0 1/10 0 0 0

1/10 0 0 0 0 0 0 0

0 1/10 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1/10 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1/5


On véri�e ainsi que l'on obtient la propriété de distribution stationnaire : S · a = a. nA l'aide d'une solution, on peut également retrouver une manière d'inverser asymp-totiquement cette statistique. En e�et, il su�t de suivre les arêtes avec une proportiond'utilisation égale à la valeur calculée par la variable correspondante. On procède commesuit. Tant que l'on a des valeurs positives dans S, on cherche une boucle simple14, qui necontient que des arêtes de poids strictement positifs. Le poids minimal de ses arêtes estretiré de chacune d'elles et retenons que le nombre d'itérations de cette boucle sera propor-tionnel à ce poids multiplié par sa longueur. On achève donc la procédure avec un certainnombre de boucles simples pondérées, que l'on va e�ectuer dans un ordre arbitraire, avecles proportions voulues.14de longueur maximale 49



Exemple 2.17Considérons l'exemple précédent. Trois boucles sont à considérer :
• la boucle 000 −→ 001 −→ 010 −→ 100 −→ 000 avec un poids 4 · 1/10

• la boucle 111 −→ 111 avec un poids 1/5

• la boucle 000 −→ 000 avec un poids 2/5Par une utilisation de ces boucles, proportionnellement à ces poids, on explicite lasuite de mots wn = (000)b2n/5c.(0001)4·bn/10c.(111)bn/5c, qui véri�e bien
ustat2(wn)

n→∞−−−→ a =

(
1

2
,

1

10
,

1

10
, 0,

1

10
, 0, 0,

1

5

) nThéorème 2.18Pour tout vecteur a dans R|Σ|k, on sait décider Inv∞ (a) en temps polynomial en |Σk|. FEn e�et, la construction du système S de contraintes linéaires est généralisée dans lecas général comme suit :
• Les |Σ|k+1 variables sont dans [0,1] et se somment à 1.
• Les �ots sont préservés : la somme des valeurs sortantes dans un état est aussi lasomme de ses valeurs entrantes :

∀q,
∑

(q,e,q′)∈δ

x(q,e,q′) =
∑

(q′′,e′,q)∈δ

x(q′′,e′,q)

• Les masses sont respectées : la somme des poids entrants15 correspondent à lafréquence d'occurrence de l'état q de AΣ,k
Bruijn. Pour int() : Σk →

{
1, |Σ|k

} lafonction qui associe un mot à sa position dans l'ordre lexicographique,
∑

(q′,e,q)∈δ

x(q′,e,q) = aint(q)

15et donc aussi des poids sortants par le point précédent50



Une fois le système S associé au vecteur a, on a :1. Si S possède une solution, la méthode fournit un ensemble de boucles simples mu-nies d'une pondération. En construisant une suite de mots (en itérant ces bouclessimples proportionnellement à leurs poids), on explicite une suite de mots dontles statistiques convergent vers a pour la norme L1. Ceci montre alors que a estasymptotiquement inversible.2. Si a est asymptotiquement inversible, soit wi une suite croissante de mots tels que
ustatk(wi)

n→∞−−−→ a. En rajoutant au plus k lettres à chaque wi, on peut supposer quechaque exécution de wi sur l'automate AΣ,k
Bruijn décrit une boucle ŵi. Cette boucle sedécompose en un ensemble de boucles simples (éventuellement imbriquées). Les sta-tistiques produites par ces boucles simples sont indépendantes de l'ordre dans lequelon les a parcourues : l'idée est qu'un état q de AΣ,k

Bruijn encode les dernières k lettreslues et ainsi toute l'information du point de vue de l'impact statistique. Puisquela distribution des fréquences d'utilisation des arêtes vit dans un compact, on peutdonc extraire une sous-suite convergente w′i = σ(ŵi) dont la fréquence d'utilisationdes arêtes converge vers X = (xq,a)q∈Σk,a∈Σ. Par construction, X satisfait toutes lescontraintes de S :� X est unitaire.� les �ots sont préservés puisqu'on ne considère que des boucles.� les masses sont respectées puisqu'on extrait d'une suite produisant des statistiquesqui convergent en norme L1 vers a.On con�rme donc que S possède une solution.
Finalement, la résolution de S est celle d'un système d'équations linéaires, polynomialen S, et donc polynomial en |Σk|. J'ai par ailleurs implémenté la création automatique dece système puis sa résolution en Maple.
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2.2 Statistiques d'ArbresPour étendre la dé�nition des vecteurs statistiques aux arbres, on doit d'abord clari-�er quelles sous-structures sont dénombrées. Comme pour les mots, la statistique d'ordre1 d'un arbre est le vecteur de fréquence de ses étiquettes. Pour les statistiques d'ordressupérieurs, commençons par considérer l'encodage de fcns étendu d'un arbre XML, i.e.l'arbre étendu 16 dans lequel on représente le premier �ls d'un noeud comme son suc-cesseur gauche, et le frère droit d'un noeud comme son successeur droit. Cet encodagepossède l'avantage de conserver l'ensemble des noeuds de l'arbre n-aire, et d'en avoir unereprésentation binaire avec le même nombre d'arêtes.Un segment de longueur k dans l'encodage fcns étendu, suit soit un successeur gauche(0), soit un successeur droit (1). Son type u est un mot binaire de longueur k−1 décrivantla séquence des successeurs.Le vecteur de statistique squelettique gstat d'un arbre est un vecteur unitaire de di-mension 2k−1 : chaque coordonnée représente un type et prend pour valeur la fréquence17de ce type. La statistique squelettique d'un arbre ne considère pas les étiquettes, et neconcerne donc que la structure hiérarchique de l'arbre.Chaque segment de longueur k possède k étiquettes et il peut bien sûr exister plusieurssegments de même type mais d'étiquettes di�érentes. On peut donc a�ner une statistiquesquelettique en précisant, pour chaque type (présent) u, la distribution statk[u] des di�é-rentes séquences d'étiquettes pour ce type. Notons que cette distribution est exactementde même nature qu'une statistique de mots d'ordre k. La matrice statk contient tous les
statk[u]. C'est donc une matrice à 2k−1 lignes et Σk

S colonnes dans laquelle chaque ligneest de norme unitaire.16l'arbre est de degré au plus deux17Le nombre d'occurrences de ce type divisé par le nombre total de segments de longueur k.52



bib

livre livre

titre auteur auteur titre auteur

computer and intractability the art of computer programmingGarey Jonhson KnuthFig. 2.4 � Une instance-cible : t′ = T (t)

Fig. 2.5 � t′′ : l'encodage de Rabin de t′Dé�nition 2.19Pour t un arbre, ustatk(t) est une matrice unitaire à 2k−1 lignes et Σk colonnes. Pour
u ∈ {0, 1}k−1 un type, et a = a1 . . . ak une séquence d'étiquettes,

ustatk(t)[u][a] = gstatk(t)[u]× statk(t)[u][a]

✓Exemple 2.20Par souci de concision, nous ne donnerons que les valeurs non nulles du vecteur stat endésignant la coordonnée par la séquence des premières lettres des k étiquettes considérées.Les ordonnées (les types) sont données dans l'ordre lexicographique et rappelées à gauchedes vecteurs.Dans l'encodage fcns étendu de l'arbre de la �gure 2.4 (page 53), on observe trois arêtesgauches (premier �ls) et quatre arêtes droites (frère droit). La statistique squelettique53



d'ordre 2 de l'arbre t de la �gure 2.4, noté comme un vecteur colonne dont on rappelle encolonne de gauche le type de segment considéré : gstat2(t) =
0 3/71 4/7Parmi les arêtes gauches, deux sont étiquetées par 'titre'-'auteur' et une par 'bib'-'livre', correspondant à la première ligne de stat2(t) et ustat2(t). Les arêtes droites sontde trois sortes : celle 'auteur'-'auteur', 'livre'-'livre' et les deux étiquetées 'titre'-'auteur'.Avec ces notations, types en lignes et étiquettes en colonnes, on a :

stat2(t) aa bl ll lt ta0 0 1/3 0 2/3 01 1/4 0 1/4 0 1/2
ustat2(t) aa bl ll lt ta0 0 1/7 0 2/7 01 1/7 0 1/7 0 2/7

La statistique uniforme de l'arbre en l'arête droite 'titre'-'auteur' est :
ustat(t)[1][ta] = gstat(t′′)[1]× stat(t)[1][ta] = 4/7.1/2 = 2/7.On retrouve au numérateur le nombre d'arêtes de ce genre présentes dans t, et au déno-minateur le nombre d'arêtes de l'arbre. n
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2.2.1 Lien entre Distances et StatistiquesNous devons montrer que la représentation matricielle est correcte et robuste, i.e.� si dist(t, t′) ≤ f(ε) alors |ustat(t)− ustat(t′)| ≤ c · ε,� si |ustat(t)− ustat(t′)| ≤ g(ε) alors dist(t, t′) ≤ c′ · ε.Le premier point (correction) est facile mais le second (robustesse) est plus di�cile.CorrectionPour chaque opération élémentaire, on explicite l'erreur faite sur les matrices, puis onconclut par induction sur la distance absolue.Fait 2.21Soit n = Ω(1
ε
) = |t| = |t′|. Si dist(t, t′) ≤ 1 alors |ustatk(t)− ustatk(t

′)| ≤ 3(2k−1)/(n−1).E�ectuer une opération élémentaire de distance d'édition avec déplacements conduit àchanger sur l'arbre t le voisinage autour d'au plus trois noeuds. Le cas le plus défavorableest celui du déplacement : il modi�e les statistiques à l'endroit où on déconnecte le sous-arbre, à la place où on réinsère ce sous-arbre, et au sommet du sous-arbre déplacé. Pourchacun de ces trois voisinages, on modi�e au plus une statistique dans laquelle le noeudconsidéré est une feuille ; au plus deux statistiques dans lesquelles le noeud considéréest un noeud interne de profondeur maximale ; au plus 2k−1 statistiques dans lesquelles lenoeud considéré est la racine, etc ... Au total, on a bien modi�é moins de∑k−1
i=0 2i = 2k−1statistiques. En itérant ce fait ε.n fois, on obtient :Proposition 2.22Soit n = Ω(1

ε
) = |t| = |t′|. Si d(t, t′) ≤ ε alors

|ustatk(t)− ustatk(t
′)| ≤ 3ε× (21/ε − 1).

?
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RobustesseLe raisonnement général pour montrer que des arbres (de même taille) ayant desstatistiques proches sont proches (pour la distance d'édition avec déplacements) se résumecomme suit :1. Pour un arbre t, la matrice statistique M se décompose en deux sous-matrices :
M = A + L où A correspond aux segments terminant sur un noeud interne de t et
L à ceux terminant sur une feuille.2. Nous compressons ensuite l'encodage fcns de l'arbre, en suivant la proposition de[Fischer et al., 2006]. Une étape élémentaire consiste alors à compresser les feuilles,i.e. à les supprimer en modi�ant l'étiquette de leur père pour y faire apparaîtrela structure de ces feuilles18 compressées. Un exemple d'une telle compression estdonné par la �gure 2.6 (page 57).3. Nous construisons inductivement les matrices M i

2k−i pour 1 ≤ 0 ≤ k. M0
2k est lamatrice statistique d'ordre 2k de l'arbre t ; M1

2k−1 la matrice statistique (d'ordre
2k − 1) de t après une étape de compression, M2

2k−2 la matrice statistique aprèsdeux étapes de compression, et ainsi de suite jusqu'à Mk
k . De la même manière que

M , les matrices M i
2k−i se décomposent en M i

2k−i = Ai
2k−i + Li

2k−i. Nous montronsque lors de cette compression, les M i
2ki

restent proches. Soit v un noeud compressé,deux cas sont possibles :� Pour un v loin du squelette, A2k−i+1 représente les mêmes segments que Ai
2k−i (saufpeut-être un) i.e. si les Mi sont initialement proches, alors les Li sont égalementproches.� Pour v à distance un du squelette, v est alors compressé sur le squelette. Le nombrede feuilles gauches (respectivement droites) de ce type est en proportion d dansl'arbre. Remarquons que Ai+1, et donc également Li+1 change alors proportion-nellement à ce d et nous nous ramenons alors à estimer le nombre de feuilles àdistance 1 du squelette. Pour ce faire, nous estimons le nombre Ak[u] par deuxtechniques di�érentes. D'abord par la dé�nition directe, puis en introduisant lesmatrices N (correspondant aux noeuds possédant à la fois une feuille gauche etune feuille droite). La di�érence Nk[u] − Ak[u] approxime en e�et le nombre de18respectivement de ces sous-arbres pour plusieurs étapes de compression56



(1) (2)

(3) (4)

Fig. 2.6 � Exemple : Trois étapes de compression
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Fig. 2.7 � Exemple de linéarisationfeuilles à distance 1 du squelette. Nous estimons alors Ai+1
k et Li+1

k depuis Ai
k+1et Li

k+1, en suivant les équations inductives suivantes :
Ak[u] =Ak+1[0.u] + Ak+1[1.u] + ε

Lk[u] =Lk+1[0.u] + Lk+1[1.u]

N0k[u]=Ak+1[u.1] + Lk+1[u.0]

N1k[u]=Ak+1[u.0] + Lk+1[u.1]

Nk[u] =N0k[u] + N1k[u]Par une induction sur le nombre d'étapes de compression, nous montrons qu'un
M i

2k−i (pour t) reste proche du M
′i
2k−i (pour t′) pour tout i de 1 à k.4. Après k étapes d'induction, nous obtenons Mk

2k, et peu (≤ ε.n) de noeuds onttoujours à la fois un �ls gauche et un �ls droit. Linéariser le squelette, (voir la �gure2.7 (page 58)) coûte alors au plus ε.n déplacements : la dégradation de la précisionest une fraction constante de la taille des arbres.5. Les versions linéarisées des deux arbres induisent des statistiques qui sont des sta-tistiques de mots sur un alphabet plus grand (de taille 2k). Nous utilisons alors larobustesse sur les mots � le théorème 2.4 (page 38) � pour en déduire la robustessesur les arbres. 58



2.2.2 Calcul ApprochéAlgorithme 2 : Echantillonage des Statistiques d'un ArbreDonnées : Un arbre t, un nombre d'échantillons N , et une taille d'échantillon kRésultat : Une Approximation de ustatk(t)
j := 0;tant que j < N faireChoisir un noeud i uniformément ;

Πk
i : l'ensemble des chemins de racine i de longueur k − 1 ;/* des chemins dans l'encodage fcns étendu de t */si Πk

i 6= ∅ alorspour chaque πj de Πk
i faireRenvoyer πj ;/* i.e. renvoyer son type ∈ {0, 1}k−1 et son étiquette ∈ Σk*/�nj :=j+1;/* des nouveaux chemins sont obtenus */�n�nretourner la matrice moyenne des chemins (étiquetés) renvoyés ;En générant su�samment de segments aléatoires de l'arbre, l'algorithme 2 (page 59)permet d'approcher la matrice statistique pour la norme L1. Une étape consiste à générerun segment, c'est-à-dire un type (mot de {0, 1}k−1) et une séquence d'étiquettes (motde Σk) ; l'algorithme va alors approcher la matrice statistique en faisant la moyenne dessegments renvoyés. La robustesse de l'approximation vient du fait que l'espérance derenvoyer un couple (type,étiquette) donné est proportionnelle au nombre de chemins del'arbre possédant ce type et ces étiquettes. Pour un couple donné, la convergence pource couple (type,étiquette) particulier est alors une application directe de la borne deCherno�. L'application d'une � union bound � étant l'approximation précédente à lamatrice complète.Chaque passage dans la boucle génère un chemin (cas Πk

i non vide) ou n'en produit pas(Πk
i vide). Le second cas n'apparaît que si on tire un noeud qui n'est racine d'aucun cheminde longueur k−1 ; La probabilité de cet évènement est majorée par k−1

k
, i.e. la probabilitéde ne rien générer en p boucles est exponentiellement petite en p et ne dépend que de k.Pour su�samment d'itérations, la probabilité que l'algorithme réussisse N tirages peutdonc être rendue arbitrairement proche de 1.59



2.2.3 InversionA nouveau on peut s'intéresser au problème inverse : étant donnée une matrice destatistiques, on voudrait décider s'il existe un arbre possédant de telles statistiques. Nousallons commencer par nous restreindre à l'inversion de gstat, i.e. on veut décider s'ilexiste une suite d'arbres (de taille croissante) dont les statistiques squelettiques suiventun vecteur donné.Proposition 2.23Toute statistique squelettique d'ordre 2 est inversible. ?En e�et, une statistique squelettique d'ordre 2 est du type gstat2 =
0

1



 x

1 − x



.Pour une statistique rationnelle, posons m = pgcd (x, 1− x). En considérant l'arbre �li-forme à mx arêtes gauches suivies de m(1 − x) arêtes droites, on obtient une inversionexacte. Puisque cela vaut pour n'importe quel multiple de m, ceci montre aussi l'inversion(exacte) asymptotique de tout vecteur rationnel. Un vecteur réel peut être approché parune suite de vecteurs rationnels et, par diagonalisation, on obtient que tout vecteur estasymptotiquement inversible.Dès l'ordre 3, des contraintes � du type de celles impliquant 01 à l'ordre 2 sur lesmots � apparaissent naturellement pour les statistiques squelettiques d'arbres :Proposition 2.24Sur l'alphabet binaire, k = 2, et X = (a1, a2, a3, a4) un vecteur unitaire de réels,
Inv∞ (a1, a2, a3, a4) si et seulement si ((a2 ≤ a1 + a3) ∧ (a3 ≤ a2 + a4)). ?Démonstration : Supposons que a2 ≤ a1 +a3 et a3 ≤ a2 +a4. Posons x3 = min(a2, a3),

x2 = a2 − x3, x4 = a3 − x3, x1 = a1 − x2, et x5 = a4 − x4 et considérons desarbres du type de l'arbre de la �gure 2.8 (page 61) de tailles croissantes. Le nombrede statistiques erronées, par rapport à l'inversion exacte, est inférieur à 4k (lesraccordements entre la phase xi et la phase xi+1), et donc la suite de vecteursstatistiques pour de tels arbres converge bien vers (a1, a2, a3, a4).Réciproquement, supposons Inv∞ (a1, a2, a3, a4). Deux statistiques de type 01 nepeuvent être connectées que par une arête de type 00 (comme dans la partie x2 de60



Fig. 2.8 � Inversion asymptotique de statistique squelettique d'arbres pour k = 3.
001 : a2

010 : a3

011 : a4

100 : a5

101 : a6

110 : a7




2a1 (a3, a5) a1

a2 a6 (a2, a5)
a2 (a3, a6) (a7, a6)
a7 (a3, a6) (a2, a3)
a7 a3 (a4, a7)
a8 2a8 (a6, a4)



.

Tab. 2.1 � Compatibilité de statistiques d'ordre 4la �gure 2.8) ou par une arête de type 10 (partie x3). On a donc bien à la limite
a2 ≤ a1 +a3. Symétriquement, connecter deux statistiques de type 10 se fait commedans les parties x3 ou x4 de la �gure 2.8 i.e. a3 ≤ a2 + a4. �Pour k = 4, combiner deux statistiques de la colonne gauche de la table 2.1 induitd'engendrer au moins un élément de sa partie droite.Conjecture 2.25Pour un alphabet �ni, k > 0 un entier, et X une matrice unitaire de réels de dimension

2k−1 × |Σ|k, Inv∞ (X) est décidable en temps polynomial en la dimension de l'espacestatistique. 61



Une généralisation de ce résultat aux arbres pourrait être de commencer par mon-trer qu'une statistique squelettique est inversible si et seulement si un système linéaireest satisfaisable. Cette première étape nécessite l'adaptation des graphes de Bruïjn. Laconstruction formelle de l'hyper-graphe, dont les sommets représentent les matrices sta-tistiques � canoniques � pourrait constituer le point de départ d'une généralisation en cesens. La seconde étape est d'étendre le raisonnement des statistiques squelettiques en te-nant compte des étiquettes. Une matrice statistique inversible devra véri�er les contraintesissues de la cohérence de ses étiquettes, en plus des contraintes de son aspect squelettique.Les contraintes supplémentaires sont typiquement celles trouvées dans le cas des mots, etla di�culté supplémentaire est simplement l'alourdissement du formalisme qui permet dedécrire ces contraintes depuis la matrice statistique.
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2.3 Statistiques d'un AutomateNous savons déjà comment associer à un mot ou à un arbre, un point �dans l'espacedes statistiques� composé d'une coordonnée par sous-instance de longueur k. Intuiti-vement, la représentation statistique d'un langage va représenter les statistiques de seséléments :
ustat(L) = {ustat(I) | I ∈ L}2.3.1 Les Statistiques d'un Automate de Mots

Fig. 2.9 � Exemple de Statistique d'un Automate de MotsNous allons donner une manière inductive de construire HAL
, une union �nie de poly-topes, qui permet d'approximer l'ensemble des statistiques des (longs) mots reconnus parl'automate. Pour ce faire on commence par donner la représentation d'une boucle puis oncombine ces représentations lorsqu'elles sont compatibles. Une boucle désigne un cheminrevenant à son origine i.e. une séquence d'arêtes consécutives q1
a1−→ q2

a2−→ ...
...−→ qp

ap−→ q1.Une boucle est dite simple quand elle ne contient pas de boucle de taille strictement in-férieure. 63



La statistique d'ordre k d'une boucle est de même nature que pour les mots, i.e. unvecteur unitaire de dimension Σk avec une coordonnée par sous-mot de longueur k. Cevecteur représente la statistique asymptotique de cette boucle, c'est-à-dire la statistiqueobtenue en itérant in�niment cette boucle. En la coordonnée u (un sous-mot de longueur
k), ce vecteur peut également être vu comme la probabilité d'obtenir u en partant d'uneposition uniforme aléatoire de la boucle.Dé�nition 2.26 (Statistique uniforme d'une boucle)Soit A un automate reconnaissant exactement w∗, et k un entier. Hk

A[u] est donnée par :
Pr

j=1,...,|w|

[
w[j, j + 1 Mod k, . . . , j + k − 1 Mod k] = u

]

✓Exemple 2.27Pour A un automate sur l'alphabet binaire {0, 1} reconnaissant (0001)∗ et k = 2,
H2
A � donné dans l'ordre lexicographique19� est le vecteur (1

2
, 1

4
, 1

4
, 0). nPour un graphe G orienté, on notera Ĝ le graphe de ses composantes fortementconnexes, i.e. le graphe ou chaque sommet correspond à une composante fortementconnexe, avec la convention d'une arête orientée entre deux composantes s1 et s2 lors-qu'il existe une arête d'un des sommets de s1 vers un des sommets de s2. Dans la suite,si π est un chemin de Â et C une boucle de A, on dit que C est dans π si C est dans unecomposante fortement connexe correspondant à un sommet de π.Dé�nition 2.28 (boucles compatibles)Soit A un automate et π un chemin acceptant de Â. Un ensemble �ni C de boucles de

A est dit π-compatible lorsque chacune de ces boucles est dans π. Cet ensemble C est dit
A-compatible (ou simplement compatible lorsque le contexte ne prête pas à confusion)lorsqu'il existe un tel chemin π. ✓19i.e. dans l'ordre : 00,01,10,11 64



Fig. 2.10 � Le graphe sous-jaçant à A.
Fig. 2.11 � Le graphe de ses composantes fortement connexes : ÂExemple 2.29Supposons que la structure de l'automate A soit donnée par le graphe de la Figure 2.10.Dans le graphe de ses composantes connexes Â donné par la Figure 2.11, notons π1 lechemin supérieur (q0 → q213 → q6) et π2 le chemin inférieur (q0 → q45 → q6).La boucle q1 → q2 → q3 → q1 est dans π1.Dans cet exemple, on peut observer des ensembles de boucles de A :

• π1-compatibles :� {q0 → q0 , q2 → q3 → q2 , q6 → q6}� {q1 → q2 → q3 → q1 , q6 → q6}� {q1 → q2 → q3 → q1 , q2 → q3 → q2 , q3 → q3}.
• π2-compatibles : {q0 → q0 , q4 → q5 → q4 , q6 → q6}.
• non A-compatibles : {q1 → q2 → q3 → q1 , q4 → q5 → q4}. n65



La représentation statistique d'un automate est construite par induction. Soit S un en-semble de boucles A-compatibles b1, . . . , bp, de statistiques u1, . . . , up. Une décompositionpour S est un ensemble de réels (αi)i∈{1,p} avec chaque αi dans [0, 1] et p∑

i=1

αi = 1.
• Pour une décomposition �xée, la représentation de cette décomposition dans l'es-pace statistique est un point dont les coordonnées sont : Hα1,...,αp

S =
∑

i

αi.ui.
• L'ensemble de boucles compatibles S est alors représenté dans l'espace statistiquepar l'ensemble de ses décompositions possibles, c'est-à-dire l'ensemble des combi-naisons linéaires (se sommant à 1) des statistiques de ces boucles :

HS =
⋃

0≤αi≤1∑
i αi=1

H
α1,...,αp

S

• Un chemin π de Â est représenté dans l'espace statistique par la représentationstatistique de l'ensemble des boucles π-compatibles, de taille inférieure à m.k2.
• La représentation d'un automate A est �nalement donnée par l'ensemble (�ni) desreprésentations de ses chemins π ∈ Â.D'un point de vue théorique, c'est l'erreur tolérée ε qui paramètre la construction del'approximation. Dans la pratique, l'approximation se fait pour les statistiques d'ordre

k = d1/εe et les constructions sont plus agréables à paramétrer par k.
Dé�nition 2.30 (Statistiques d'un automate de mots)Soit A un automate de mots à m états, et k un entier.

Hk
A =

⋃

π∈Â

⋃

{s1,...,sl} π-compatibles
|si|≤k2.m

Enveloppe− Convexe(stat(s1), . . . , stat(sl))

✓66



Par construction, cette approximation des statistiques des mots reconnus par un auto-mate est une union �nie d'enveloppes convexes. On rappelle que l'enveloppe convexe d'unensemble de points est le plus petit convexe contenant ces points 20 et qu'un polytopeest un polyèdre (sous-espace dé�ni par des hyperplans) borné. Chaque enveloppe convexeétant aussi une union �nie de polytopes, la construction garantit donc la proposition sui-vante.Proposition 2.31Pour tout automate de mots A et tout entier k > 0, Hk
A est une union �nie de polytopes.

?

Construction de Hk
AÉtant donné un automate A à m états et un entier k, la construction de HA peutse faire de façon inductive. Remarquons que l'on pourrait énumérer toutes les boucles detaille mk2 mais cette méthode n'est pas e�cace puisqu'il peut y avoir un grand nombrede boucles, O(|Σ|m.k2
). Pour améliorer cette approche, il nous su�t en fait de considérerles statistiques générées par ces boucles, et non ces boucles en elles-mêmes.Nous procédons alors par induction sur la taille des chemins entre deux états possiblesde A. Soient u et v deux mots de Σk−1, et t dans {0, 1, . . . , mk}, posons uPv

t une matrice
m ×m dans laquelle une entrée (i, j) est l'ensemble des statistiques correspondant à unchemin de longueur k + t entre les états i et j, commençant par u et �nissant par v.
Initialisation : pour chaque u, v de longueur k− 1, nous construisons uPv

0 directementdepuis Ak : chaque entrée non vide (i, j) est un ensemble de vecteurs unitaires corres-pondant aux statistiques uniformes des séquences de k arêtes dans A : i = q1
a1−→ q2

a2−→
q3 . . . qk−1

ak−→ qk = j, commençant par u et �nissant par v.20Enveloppe− Convexe(p1, . . . , ps) =
⋃

0≤λi≤1 ,
∑

i
λi=1

λipi67



Induction : Intuitivement, une étape d'induction consiste à ajouter l'e�et d'une arête(de l à j) aux statistiques des chemins en cours (de longueur k+ t, de l'état i à l'état l), enajoutant la nouvelle statistique engendrée par cette nouvelle arête. L'équation inductivecorrespondante est alors :
uPv1v2...vk−1

t+1 [i, j] =
⋃

l,a

Mvk [l, j]⊗
(

t + 1

t + 2
.uPav1v2...vk−2

t [i, l]⊕ 1

t + 2
.χav1v2...vk−1

)
, où� Me est la matrice d'adjacence de l'automate restreinte aux étiquettes e, i.e.Me[i, j] =

1 si (i, e, j) ∈ δ et 0 sinon. La convention pour la multiplication est alors standard :
0⊗ {x1, . . . , xn} = ∅ et 1⊗ {x1, . . . , xn} = {x1, . . . , xn}� χw désigne l'indicatrice de w : le vecteur unitaire de poids 1 en la coordonnée w.Pour un ensemble {x1, . . . , xn}, un vecteur statistique χ, et α, λ ∈ [0, 1] :
α. {x1, . . . , xn} ⊕ λ.χ = {x′1, . . . , x′n} avec x′i[u] = αxi[u] + λ.χ[u]Lemme 2.32Etant donné A un automate à m états et un entier k = 1/ε, un ensemble H de (|Σ|k2

+

1)-tuples de vecteurs peut être construit en temps m|Σ|
O(k2) tel que |H| ≤ m|Σ|

O(k2) et
HA =

⋃

S∈H

Enveloppe− Convexe(S). ?Démonstration : Soient les matrices (uPv
t )u,v∈Σk−1,t=0...mk2 construites précédemmentpar induction. A la �n de ce calcul, les diagonales de ces matrices contiennent lesstatistiques des boucles de longueur au plus k + mk2, sauf la jonction issue del'itération. Les statistiques uniformes sont alors simplement obtenues en ajoutantces statistiques de liaison :

ˆuPv
t [i, i] =

t + 1

t + k
.uPv

t [i, i]⊕
k − 1

t + k
.

k−1∑

i=1

χvi...vk−1u1...uiUn tuple de (|Σ|k2
+1) boucles est compatible si et seulement si il existe un chemin del'automate passant par tous les états des origines de ces boucles, et cette conditionpeut être testée en temps polynomial par une multiplication de matrices sur unealgèbre appropriée. La borne supérieure sur la taille et le temps de calcul se déduitalors de l'observation que seules m|Σ|

O(k2) statistiques sont considérées. �68



2.3.2 Les Statistiques d'une DTDComme pour les automates de mots, la représentation statistique d'une DTD est dé�-nie de manière inductive, en donnant d'abord la statistique d'une boucle, puis en combi-nant ces boucles par une notion de compatibilité généralisée pour les arbres. La statistiqued'une boucle est alors la statistique d'arbre de cette boucle in�niment répétée.Généralisons tout d'abord la notion de boucle aux arbres. Nous associons à une DTD
S un ensemble de boucles simples. Une boucle ti est un arbre étendu21 avec une feuilledistinguée compatible avec la racine de ti i.e. de même étiquette, et les successeurs librespermettant l'itération. Si la racine de ti a un successeur gauche (respectivement droit),l'élément distingué ne possède pas de successeur gauche (respectivement droit). Une boucleest dite simple lorsqu'aucun de ses sous-arbres étendus (stricts) n'est une boucle. La feuilledistinguée d'une boucle est représentée soulignée, et '.' désigne l'absence de successeurs.Par exemple ti = a(b, a) ou a(., a), sont des boucles simples et a(a(a, .), .) est une bouclequi n'est pas simple. La séquence des successeurs (dans l'encodage fcns ) de la racine àl'élément distingué est appelée le type de la boucle et noté comme précédemment par unmot de {0, 1}∗ avec la convention 0 pour la relation de premier �ls, et 1 pour la relation defrère droit. La mème itération de l'arbre ti via l'élément distingué est notée (ti)

m. Soit taun arbre terminal de racine étiquetée par a et associé à une DTD, i.e. un sous-arbre validepour l'étiquette a dont aucun chemin (dans l'encodage fcns ) ne fait apparaître deux foisla même étiquette. Pour une boucle simple ti, une boucle dérivée de ti est constituée de laboucle simple ti à laquelle des arbres terminaux ta sont connectés aux noeuds étiquetés ade ti.A chaque boucle simple ou dérivée, on associe une matrice si notée comme précédem-ment, en ligne les types et en colonne les étiquettes :
si = ustat(t∗i ) = lim

n→∞
ustat ((ti)

n)Deux boucles sont compatibles si il existe un arbre valide où ces deux boucles appa-raissent.21C.f. Dé�nition et Exemple 1.2 (page 16) 69



Exemple 2.33Considérons la DTD donnée par les quatre règles :� root : a∗ + b� a : c.d� c : a.f + g� b : e∗A l'ordre 2, les boucles simples de cette DTD sont t1 = a(., a), t2 = e(., e), et t3 =

a(c(a(., f), d), .). L'arbre ta = a(c(g, d), .) est un arbre terminal pour a et tc = c(g, .) estun arbre terminal pour c. t4 = a(c(g, d), a) une boucle dérivée de t1 .Pour k = 2, on obtient les matrices élémentaires suivantes :
s1 =

aa

0 0

1 1

, s2 =

ee

0 0

1 1

, et s3 =

ac af ca cd

0 1/4 0 1/4 0

1 0 1/4 0 1/4et la matrice de la boucle dérivée t4 donnée par s4 =

aa ac cd cg

0 0 1/4 0 1/4

1 1/4 0 1/4 0Les boucles t1, t3 et t4 sont compatibles alors que la boucle horizontale t2 n'est compatibleavec aucune d'entre elles. Si un grand arbre t est proche de la DTD, alors ustat(t) estnécessairement proche de s2 ou de {α1 · s1 + α3 · s3 + α4 · s4, α1 + α3 + α4 = 1}. En e�et,les boucles simples de même nature peuvent être regroupées par des déplacements (voir�gure 2.12 (page 71)).Notons que la réciproque nécessiterait la prise en compte d'une contrainte linéairereliant le nombre d'occurrences de la boucle horizontale aa au nombre d'occurrencesdes boucles verticales (enracinées en a) : il conviendrait alors d'imposer la contraintesupplémentaire α1 ≤ α3 + α4. n
70
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En e�ectuant trois déplacements, les boucles de même type sont regroupées.� le sous-arbre gauche � celui qui a pour racine le �ls le plus à gauche de r � posséderades statistiques qui convergent vers s3 (pour un nombre d'itérations de cette boucle quitend vers l'in�ni).� la haie restante (celle depuis les autres �ls a de r) aura quand à elle une statistiquetendant vers s4.Fig. 2.12 � Regroupement de Boucles Simples d'Arbres.
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Chapitre 3Transducteurs : Statistiques,Distances, Équivalence

Décider si deux descriptions formelles sont équivalentes est une question centraleen informatique, particulièrement dans les domaines comme la véri�cation ou le test[Lee et Yannakakis, 1996].Dé�nition 3.1 (Équivalence)Lorsqu'un transducteur T accepte un couple d'instances (I, I ′), on notera (I, I ′) ∈ T .On dira que T1 est inclus dans T2, noté T1 ⊆ T2, lorsque (I, I ′) ∈ T1 ⇒ (I, I ′) ∈ T2.On dira qu'ils sont équivalents, noté T1 ≡ T2, lorsque T1 ⊆ T2 et T2 ⊆ T1. ✓
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Dans le cas général, l'équivalence de deux transducteurs est un problème indécidable.Gri�ths a déjà démontré ce résultat pour les transducteurs (non déterministes) Λ-libres,c'est-à-dire qui ne lisent ni n'écrivent le mot vide (Λ). Ces transducteurs Λ-libres ontla propriété suivante : la taille de la sortie est linéaire dans la taille de l'entrée. Ce ré-sultat d'indécidabilité s'étend naturellement aux transducteurs d'arbres ainsi qu'à desclasses plus restreintes de transductions [Karhumäki et Lisovik, 1999] et peu de résultatse�ectifs et positifs existent dans le cas non déterministe. L'équivalence est malgré toutmontrée décidable pour les transducteurs linéaires lettre à lettre dans le cas descendant[Andre et Bossut, 1993] ou ascendant [Andre et Bossut, 1995]. Ces travaux ne fournissentcependant pas de borne de complexité pour la décision de ces équivalences, contrairementà l'approche proposée dans ce chapitre.Néanmoins, il existe plusieurs restrictions intéressantes permettant d'obtenir la déci-dabilité de l'équivalence. Sur les mots, l'équivalence est décidable pour les transducteursdéterministes ([Bird, 1973],[Valiant, 1974]), et ce résultat a été généralisé dans le cas dé-terministe pour deux [Gurari, 1982] puis plusieurs bandes [Harju et Karhumäki, 1991],ainsi que pour certains transducteurs d'arbres : les transducteurs ascendants déterministes[Zachar, 1978], les transducteurs ascendants �niment valués [Seidl, 1990] ou les transduc-teurs MSO déterministes [Engelfriet et Maneth, 2005]. Notons �nalement que pour destransducteurs déterministes complets, il vient d'être montré que l'équivalence peut êtredécidée en temps polynomial [Maneth et Seidl, 2007].Ce chapitre donne une méthode e�ective pour décider de l'équivalence approchée dansle cas non déterministe Λ-libre. Nous relâchons alors un problème indécidable (l'équiva-lence pour des transducteurs ε-libres) en une version approchée décidable.Dans la suite, les transducteurs sont donc supposés Λ-libres, et nous nous donnons uneborne β sur la taille de sortie d'une transition. Comme pour les automates, la taille d'unXSL-Transducteur T , notée |T |, est son nombre d'états ajouté à la taille de sa relationde transition. La taille d'une arête est la taille de son instance de sortie (longueur du motde sortie ou nombre de noeuds de l'arbre de sortie), et la relation de transition a commetaille la somme des tailles de ses arêtes. 74



Dé�nition 3.2 (Équivalence Approchée)On dira que T1 est ε-inclus dans T2, noté T1 ⊆ε T2 lorsque pour tout (I, I ′) ∈ T1 avec
|I| ≥ β

ε
. max (|T1|, |T2|), il existe (I1, I

′
1) ∈ T2 tel que I1 est ε-proche de I et I ′1 est

ε-proche de I ′. On dira qu'ils sont ε-équivalents, noté T1 ≡ε T2, lorsque T1 ⊆ε T2 et
T2 ⊆ε T1. ✓Nous allons dé�nir une représentation géométrique d'un XSL-Transducteur qui vanous permettre de tester l'ε-inclusion en testant l'ε′ inclusion des représentations. Cetteconstruction de HT est une adaptation de celle qui est appliquée aux automates et suitle même principe : on dé�nit la représentation d'une boucle, puis on étend la notion decompatibilité pour obtenir une nouvelle construction inductive.L'idée générale est ensuite de montrer que HT est une bonne approximation de
ustat(T ) pour les grands couples d'instances, et ainsi une représentation �dèle descouples (de grande taille) proches d'être en relation pour T . On va en e�et montrer quela représentation statistique associée aux XSL-Transducteurs permet de décider duproblème de l'inclusion approchée. Il su�ra alors d'appliquer cette décision del'ε-inclusion dans les deux sens pour décider l'ε-équivalence.
Sommaire3.1 Mots . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 763.1.1 String-Transducteur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 763.1.2 Statistiques d'un String-Transducteur . . . . . . . . . . . . . . 783.1.3 Équivalence Approchée de String-Transducteurs . . . . . . . . 843.2 Arbres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1003.2.1 XSL-Transducteur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1003.2.2 Statistiques d'un XSL-Transducteur linéaire . . . . . . . . . . . 1053.2.3 Équivalence Approchée de XSL-Transducteurs Linéaires . . . . 109
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3.1 Mots3.1.1 String-TransducteurUn String-Transducteur transforme des mots en mots. Il fonctionne de la même ma-nière qu'un automate de mots, à la di�érence que ses transitions lisent et écrivent descaractères.Dé�nition 3.3 (String-Transducteur (FSM))Un String-Transducteur est donné par T = (Σ, Σ′, Q, I, F, δ) où Σ est l'alphabet d'entrée,
Σ′ l'alphabet de sortie, Q un ensemble d'états, I ∈ Q un état initial, F ⊆ Q les états�naux et δ ⊆ Q× (Σ ∪ {Λ})× (Σ′)∗ ×Q la relation de transition. ✓On parlera d'arête d'un String-Transducteur pour désigner un élément de sa relationde transition. Pour tout String-Transducteur on sait construire un transducteur normalisééquivalent. La normalisation T ′ d'un String-Transducteur T = (Σ, Σ′, Q, I, F, δ) est unString-Transducteur équivalent où on a majoré la taille de sortie des arêtes par 1, i.e.
T ′ = (Σ, Σ′, Q′, I, F, δ′) avec δ′ ⊆ Q× (Σ ∪ {Λ})× (Σ′ ∪ {Λ})×Q.

Fig. 3.1 � Un String-Transducteur et une de ses normalisations possibles
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Dans le cas général (non déterministe), un mot w peut potentiellement être transforméen plusieurs mots ; on notera T (w) l'ensemble de ces mots. Un String-Transducteur estdit déterministe lorsque la relation de transition est une fonction δ : Q× Σ× (Σ′)∗ → Q.Dans le cas déterministe, T (w) contient donc au plus un élément. Dans le cas général,
T (w) est un langage régulier de mots.
Proposition 3.4Soit un mot w de longueur n, et T un String-Transducteur normalisé à nT états et aTarêtes. On sait construire T (w), la transduction de w par T , en temps O(|w|.nT .aT ).L'automate engendré (FSA) possède moins de |w|.nT états et moins de 2.|w|.nT .aTarêtes. ?Ce résultat, démontré dans l'annexe A.6 (page 176), montre entre autre que l'image d'unmot par un transducteur est un langage régulier. Cette propriété reste vraie pour l'imageinverse : L'image réciproque d'un mot par un String-Transducteur est encore un langagerégulier que l'on obtient en complexité linéaire en la taille du mot comme l'image directe dece mot par le String-Transducteur inverse. L'inverse T ′ d'un String-Transducteur norma-lisé T = (Σ, Σ′, Q, I, F, δ) est le transducteur T ′ = (Σ′, Σ, Q, I, F, δ′) avec (q, i, o, q′) ∈ δ′si et seulement si (q, o, i, q′) ∈ δ.

Les transducteurs sont Λ-libres et la taille de sortie de leurs transitions est bornée par
β i.e. dans le cas des mots, les transitions sont alors restreintes à un sous-ensemble

δ ⊆ Q× Σ×
(

β⋃

i=1

(Σ′)i

)
×Q.
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3.1.2 Statistiques d'un String-TransducteurIntuitivement, la statistique d'un String-Transducteur T approche les statistiques descouples de mots (entrée/sortie) en relation pour T .Nous allons calculer une approximation des statistiques d'un String-Transducteur endonnant une représentation statistique de la transformation pour chaque chemin π de T̂ .L'approximation pour un chemin particulier de T̂ est alors la statistique d'un ensemble deboucles compatibles, elle-même approchée comme l'ensemble des décompositions particu-lières de cet ensemble de boucles compatibles. Reste alors à préciser l'étape d'initialisationde l'induction en spéci�ant ce qu'est une statistique de boucle.Il convient d'être vigilant puisque le simple � produit carthésien � des couples de sta-tistiques n'est pas une façon robuste d'approcher cet objet. En e�et, il faut par exemplepouvoir séparer une boucle 1|a d'une boucle 1|aaaaaa, qui produisent les mêmes statis-tiques d'entrée et de sortie, mais sont pourtant loin d'être équivalentes 22.Pour pouvoir séparer ces deux String-Transducteurs, une coordonnée supplémentairecapturant ces di�érences de longueur est donc utilisée. Nous approchons ainsi
{(

ustat(I), ustat(I ′),
|I ′|
|I|

)
| (I, I ′) ∈ T

}
.Pour le String-Transducteur T = (Σ, Σ′, Q, I, F, δ), nous construisons inductivementune représentation géométrique de la transformation dans un espace constitué de troistypes de coordonnées :1. ustat(I) : de dimension |Σ|k.2. ustat(I ′) : de dimension |Σ′|k.3. la dernière coordonnée est utilisée pour la distorsion des longueurs (sous-espace dedimension 1 inclus dans l'intervalle [1, β]).22les longueurs des couples acceptés di�èrent complètement : un couple (1n, an) accepté par la premièreboucle, est loin de tout mot (1n, a6n) accepté par la seconde boucle78
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Fig. 3.2 � Un String-TransducteurL'induction calque alors les manières de traduire une instance-source I par le String-Transducteur T . Une exécution particulière acceptante de T sur I suit un chemin π de
T̂ suivant lequel I peut être traduite en suivant un certain nombre de fois un ensemblede boucles compatibles sur ce chemin. Sur ce chemin π, les statistiques de I vont essen-tiellement pouvoir se décomposer sur les statistiques d'une base de boucles π-compatibles.Exemple 3.5 (L'approximation d'un String-Transducteur )La Figure 3.3 représente l'approximation obtenue pour le String-Transducteur de la Figure3.2. n

Fig. 3.3 � La Représentation Statistique du String-Transducteur de la Figure 3.279



Fig. 3.4 � Exemple de boucle simpleLe cas d'une boucleDans cet espace, chaque boucle s de T est associée au point (Is,Os, ρs) où :1. Is représente les statistiques uniformes de l'entrée de la boucle,2. Os représente les statistiques uniformes de sortie de s,3. ρs est le facteur d'expansion de cette boucle i.e. lout(s)
lin(s)

, où lin (respectivement lout)représente la longueur d'entrée (respectivement de sortie) de la boucle.Exemple 3.6 (Représentation géométrique d'une boucle)Donnons la représentation géométrique pour k = 2 du String-Transducteur réduit à uneboucle de la Figure 3.4.1. Les premières coordonnées dé�nissent les densités des couples-lettres sur l'alphabet-source (les densités en 00, 01, 10 et 11). Il s'agit donc de (0, 1/2, 1/2, 0).2. Les coordonnées suivantes désignent les densités de sortie pour aa, ab, ba et bb : 0pour aa, 1/3 pour ab, ba ou bb.3. La dernière coordonnée ne dépend pas de k et restera donc égale à 3/2 pour tout k.Le String-Transducteur de la Figure 3.4 est représenté pour k = 2 par



(0, 1/2, 1/2, 0)

(0, 1/3, 1/3, 1/3)

3/2


 n
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Pour une décomposition sur une base donnéeSoit S = {s1, . . . , sp} un ensemble de boucles compatibles. Une décomposition pour
S est un ensemble de réels (αi)i∈{1,p} avec chaque αi dans [0, 1] et p∑

i=1

αi = 1. Pour unedécomposition donnée, la représentation géométrique de cette décomposition est un pointdont les coordonnées sont :
Hα1,...,αp

S =




∑

i

αi.Isi
,

[[(
∑

si∈S

αi.ρsi
.Osi

)]]
,

∑

i

αi.ρsi


On rappelle que [[x]] désigne la renormalisation x

|x|
du vecteur x. Cette renormalisationdisparaît dans le cas d'un String-Transducteur qui préserve la longueur.Pour un ensemble de boucles compatiblesLa représentation d'un ensemble S de boucles compatibles doit alors être généréecomme les points précédents, mais pour une décomposition arbitraire sur cette base destatistiques, et non plus �xée par un seul (αi)i∈{1,p}.

HS =
⋃

0≤αi≤1∑
i αi=1

H
α1,...,αp

SPour les String-Transducteurs préservant la longueur, on obtient la notion d'enveloppeconvexe traditionnelle ([Cormen et al., 1990], Section 33.3). Dans le cas de distorsions, onperd l'aspect de convexité et on parlera alors d'enveloppe pondérée.
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Exemple 3.7Considérons les boucles s1 d'entrée a et de sortie cc et s2 d'entrée bb et de sortie ccd et
k = 2. ustat(s1) =




(1, 0, 0, 0)

(1, 0, 0, 0)

2


, ustat(s2) =




(0, 0, 0, 1)

(1/3, 1/3, 1/3, 0)

3/2


.

H{s1,s2} est l'ensemble des interpolations αs1 ⊕ (1− α)s2 pour α dans [0, 1].
Hα
{s1,s2}

=




(α, 0, 0, 1 − α)

1/ ((3α/2 + 1/2) + 2 (α/2 − 1/2)) . (3α/2 + 1/2, 1/2 − α/2, 1/2 − α/2, 0)

α/2 + 3/2




H{s1,s2} contient par exemple le point pour α = 1/4,
1

4
s1 ⊕

3

4
s2 :




(1/4, 0, 0, 3/4)

[[
( 7
8
, 3

8
, 3

8
, 0)
]]

1
4
∗ 2 + 3

4
∗

3
2


 =




(1/4, 0, 0, 3/4)

(
7
13

, 3
13

, 3
13

, 0
)

13/8


. nPour un chemin de T̂Une traduction le long d'un chemin π du graphe des composantes fortement connexes

T̂ est essentiellement une décomposition d'un ensemble de boucles π-compatibles. Lareprésentation des traductions le long d'un chemin π est ainsi dé�nie par
Hπ =

⋃ensemble S de boucles π-compatibles HSPour un String-Transducteur Lambda-FreePour représenter T , nous ferons l'union des représentations de chacun des chemins de
T̂ (il n'y en a qu'un nombre �ni).

HT =
⋃

π∈T̂

Hπ82



Exemple 3.8Dans l'exemple 3.5 (page 79), posons π1 le chemin supérieur de T̂ et π2 le chemin inférieur.Les boucles π1-compatibles sont les trois boucles de la partie supérieure (Figure 3.2).La représentation statistique pour π1 est alors Hπ1 = α1 · u1 ⊕ α2 · u2 ⊕ α3 · u3, avec
α1, α2, α3 ∈ [0, 1], α1+α2+α3 = 1, et ui correspondant aux statistiques de la boucle simple
i. De la même manière, Hπ2 = α′1 ·u′1⊕α′2 ·u′2⊕α′3 ·u′3, pour u′i les statistiques des bouclessimples inférieures, α′1, α

′
2, α

′
3 ∈ [0, 1] et α′1 + α′2 + α′3 = 1. Finalement HT = Hπ1 ∪ Hπ2.n

Cette représentationHT peut être vue comme une union �nie d'ensembles de solutionsde systèmes d'inéquations linéaires. On note une di�érence clé avec le cas des mots, puis-qu'une union �nie de polytopes est su�sante pour les automates, alors qu'on manipuleici une union �nie d'intersections d'hyperplans. Toutes les unions sont �nies, sauf celle dupassage de Hα1,...,αp

S à HS qui, elle, décrit un système à p variables.Proposition 3.9Pour tout String-Transducteur T , HT est une union �nie d'arrangements d'hyperplans.
? On remarque aussi qu'un automate de mots est la restriction d'un String-Transducteurà sa partie entrante. La représentation statistique d'un automate de mots présentée dansla section 2.3 (page 63) correspond ainsi à la projection sur les |Σ|k premières coordonnéesde la représentation donnée pour les String-Transducteurs .
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3.1.3 Équivalence Approchée de String-TransducteursDans cette section, nous montrons que la représentation statistique proposée permetde décider de l'équivalence approchée de deux String-Transducteurs . Cette procédure dedécision, qui sera décrite par un algorithme, repose sur les idées suivantes :1. Les String-Transducteurs proches ont des représentations proches :� On montre qu'un couple de grande taille (I, I ′) ∈ T a des statistiques23 prochesde HT .� Si des instances sont proches, leurs statistiques sont proches.� On en déduit que lorsque T1 ⊆ε T2 alors HT1 ⊆ε′ HT2.2. Réciproquement, deux String-Transducteurs loin ont des représentations loin :� Tout point de HT peut être approché par les statistiques de couples de T .� Si T1 *ε T2, on peut construire une suite de couples d'instances (de tailles crois-santes) de T1 qui sont tous loin de T2.� On peut extraire de cette suite une sous-suite dont les statistiques convergentvers un point de HT1 qui est, par construction, le centre d'une boule de rayon ε′n'intersectant pas HT2.3. La procédure générale consiste à chercher s'il existe une telle boule. La correctionest alors garantie puisqu'on montre que :� Si les String-Transducteurs sont équivalents, alors il n'existe pas de boule de cetype.� Si les String-Transducteurs sont ε-loin, alors on a choisi le pas de la grille su�-samment petit pour détecter cette boule.La présentation est maintenant organisée comme suit : nous présentons l'algorithme,puis nous montrons sa correction, sa robustesse, pour conclure que l'algorithme est untesteur. En�n nous montrons que la complexité en temps de cet algorithme est polynomialepour les String-Transducteurs préservant la longueur, et majorée par une exponentielledans le cas général.23(ustat(I), ustat(I ′),
|I′|
|I|

) 84



AlgorithmesL'ε-équivalence entre deux String-Transducteurs T1 et T2 est ici décidée en testant lacohérence de deux systèmes d'inéquations linéaires S1 et S2. Ces systèmes sont obtenus enrelaxant les approximations statistiques (HT1 et HT2) proposées pour les transducteurs.Leur cohérence est alors testée en relâchant certaines contraintes d'un paramètre guidépar la preuve de robustesse qui suivra, i.e. si les transducteurs sont ε-loin, on trouvera untémoin de cette propriété dans l'espace des statistiques, sur une grille de pas f(ε).Deux algorithmes suivant ce principe sont présentés. Tout d'abord l'algorithme 3 (page86) pour le cas particulier des String-Transducteurs à un état, puis sa généralisation aucas de plusieurs états par l'algorithme 4. Dans le premier cas, on montre qu'il est su�santde traiter le cas des boucles simples, en obtenant ainsi une meilleure complexité que dansle cas général. La correction s'obtient par les deux propriétés suivantes :1. si T1 ≡ T2 les algorithmes 3 et 4 renvoient vrai.2. si T1 *ε T2, ces algorithmes renvoient faux.
On garde en tête l'intuition de HT : Un point x = (Ix,Ox, ρx) appartient à HT2 siet seulement si il se décompose sur une base (s′1, . . . s

′
p) i.e. si et seulement si le systèmesuivant possède une solution.

Sx
T2

=






0 ≤ αi ≤ 1, ∀i ∈ {1, p}
t′∑

i=1

αi = 1

Ix =

t′∑

i=1

αi.Is′i

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

t′∑

i=1

αi.ρs′i
.Osi

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣.Ox =
t′∑

i=1

αi.ρs′i
.Os′i

ρx =
t′∑

i=1

αi.ρs′i85



Algorithme 3 : L'ε-inclusion pour les String-Transducteurs fortement connexesDonnées : T1 et T2 Deux String-Transducteurs à un état ; ε ∈]0, 1[.Sorties : La décision de T1 ⊆ε T2Construire HT2 comme un système d'inéquations linéaires;
ε∗ := 12.2ε

√
ε ;Construire S2 l'ensemble des systèmes d'équations de la relaxation de HT2 par ε∗ ;

Res := 1;pour chaque boucle simple b de T1 faireCalculer x = (Ib, Ob, lb);si x n'est la solution d'aucun des systèmes de S2 alors Res := 0�nretourner ResAlgorithme 4 : Testeur pour l'ε-inclusionDonnées : Deux String-Transducteurs ; ε ∈]0, 1[.Sorties : La décision de T1 ⊆ε T2Construire HT1 et HT2 comme ensembles de systèmes d'inéquations linéaires;
ε̃ := 0.1×√ε× ρmin

ρmax
;Construire S1 et S2 les systèmes d'inéquations des relaxations respectives de HT1 et

HT2 par ε̃/3;
Res := 1;pour chaque x point de la grille sur [0, 1]|Σ|

k × [0, 1]|Σ
′|k × [1, β] de pas ε̃/3 fairesi x véri�e S1 alorssi x n'est la solution d'aucun des systèmes de S2 alors Res := 0�n�nretourner Res
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Relaxation de système d'inéquations : Nous illustrons par un exemple l'étape derelaxation d'un système utilisée dans les deux algorithmes. La relaxation d'un système Sest un nouveau système S ′ avec des inégalités conservées (ε1 + ε2 + ε3 ≤ ε′, αi ∈ [0, 1],
∑

i

αi = 1), et où on autorise une erreur ε′ à se répartir (additivement) sur les autresinégalités de S.Exemple 3.10Le système donné pour Sx
T2

(page 85), relâché avec le paramètre ε′ devient :

Sx
T2

(ε′) =






0 ≤ αi ≤ 1, ∀i ∈ {1, p}
t′∑

i=1

αi = 1

ε1 + ε2 + ε3 ≤ ε′

Ix ≤
t′∑

i=1

αi.Is′i
+ ε1

Ix ≥
t′∑

i=1

αi.Is′i
− ε1

Ox ≤
∑t′

i=1 αi.
lout(s′i)

lin(s′i)
.Os′i∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

t′∑

i=1

αi.
lout(s

′
i)

lin(s′i)
.Osi

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

+ ε2

Ox ≥
∑t′

i=1 αi.
lout(s′i)

lin(s′i)
.Os′i∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

t′∑

i=1

αi.
lout(s

′
i)

lin(s′i)
.Osi

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

− ε2

lx ≤
t′∑

i=1

αi.ρs′i
+ ε3

lx ≥
t′∑

i=1

αi.ρs′i
− ε3 n

87



Assurons-nous que les statistiques d'un couple de mots en relation pour un String-Transducteur T sont bien �approximativement représentées� par HT , et donnons l'intui-tion de cette a�rmation par un exemple.

Fig. 3.5 � Le String-Transducteur de l'Exemple 3.11Exemple 3.11Considérons le String-Transducteur à deux boucles compatibles donné par la Figure 3.5.Le mot d'entrée w = a500b500 se décompose sous la forme w = a500(bb)250 ; l'image de wpar T est w′ = T (w) = c1000(ccd)250.On pose β1 = 500
500+250∗2

= 1/2 et β2 = 2∗250
500+250∗2

= 1/2 (k1 = 500 et k2 = 250) et nousallons voir que 1
2
s1 ⊕ 1

2
s2 approche bien (ustat(w), ustat(w′), |w| /w′|), où ⊕ représente lamême opération que celle présentée pour combiner des boucles compatibles24.

ustat1(w) = (a : 500/1000, b : 500/1000) = (a : 1/2, b : 1/2)

= 1/2 ∗ ustat(a) + 1/2 ∗ ustat(b)

= β1ustat(Is1) + β2ustat(Is2)

|w′|/|w| = 1750
1000

= 1.75

ρ = β1ρs1 + β2ρs2 = 1
2
∗ 2 + 1

2
∗ 3/2 = 1.75.

x′ =

[[
∑

i

βi.ρsi
.Osi

]]

=
[[

1
2
∗ 2 ∗ (cc : 1) + 1

2
∗ 3

2
∗ (cc : 1

3
, cd : 1

3
, dc : 1

3
)
]]

= [[cc : 1.25, cd : 0.25, dc : 0.25]]

= (cc : 1.25
1.75

, cd : 0.25
1.75

, dc : 0.25
1.75

)

ustat2(w
′) = 1

1749
(cc : 1250, cd : 250, dc : 249)24i.e. une combinaison linéaire des coordonnées d'entrée, une combinaison linéaire des distorsions, etla renormalisation des coordonnées de sortie pondérées par leur distorsions88



Trois di�érences distinguent x′ et ustat2(w
′) :� le dernier cc issu de a est compté dans x′ sans exister dans w′ : c'est la di�érenceentre statistique asymptotique et statistique tronquée.� symétriquement, le dernier dc issu de b est compté dans x′ sans exister dans w′. Anouveau au plus k occurrences de trop sont introduites pour chaque si.� le dernier c issu des a et le premier c issu des b n'est pas compté dans x′. A chaquechangement de boucle on néglige donc dans x′ au plus k occurrences de sous-motsde longueur k. nCorrectionÉtendons les remarques faites sur l'exemple pour un String-Transducteur général :les String-Transducteurs proches ont des représentations proches. Tout d'abord nousmontrons que les statistiques de tout couple de longs mots (accepté par un String-Transducteur) sont � approximativement conformes � à la représentation statistique dece transducteur.Proposition 3.12Soit k = 1/ε ∈ N+ et (w, w′) un couple de mots accepté par un String-Transducteur Λ-libre T à m états et b boucles simples, et tel que |w| ≥ Nmin = 3.(b + 1).(k + 1).(1 + 2m).Alors, il existe (ŵ, ŵ′) ∈ T tel que :1. d(w, ŵ) ≤ 2ε2. d(w′, ŵ′) ≤ 2ε3. (ustat(ŵ), ustat(ŵ′),

|ŵ′|
|ŵ|

) est 3ε-proche de HT .
?Démonstration : Soit T possédant m états, a arêtes, et b boucles simples, k ∈ N+,

(w, w′) ∈ T . Pour simpli�er l'explication, nous supposons (w, w′) ∈ T k, sans perdrede généralité puisqu'il su�t de rajouter quelques lettres pour supposer w de longueurun multiple de k. Soit π un chemin de T̂ tel que w puisse être transformé en w′ enrestant dans la restriction de T à π ; l'existence d'un tel chemin est garantie par lefait que (w, w′) ∈ T . 89



En suivant π, w peut être décomposé, pour un certain j, en w = v0u1v1u2 . . . ujvjoù :� |v0|, . . . , |vj| ≤ m.k� C1 . . . Cc sont des composantes fortement connexes de T̂ (c ≤ m)� chaque ui est transformé dans la composante Ci.A l'intérieur d'une composante fortement connexe, ui se décompose sur un en-semble de boucles, et pour chaque ui, les di�érentes occurrences d'une même bouclesont regroupées. On dé�nit alors ŵ = v′0(u
′
1)

k1v′1(u
′
2)

k2 . . . v′b′−1(u
′
b′)

kbv′b où chaque v′iest une séquence de moins de m arêtes sur Σk, S = {u′1 . . . u′b′} est un ensemble deboucles π-compatibles ; et b′ ≤ 2ak ; Posons
ŵ′ = out(v0)(out(u′1))

k1out(v1)(out(u′2))
k2 . . . out(vb−1)out((u′b′))

kbout(vb) (3.1)Par construction (ŵ, ŵ′) ∈ T k ⊆ T et les opérations élémentaires e�ectuées pourpasser de w à ŵ sont : les déplacements pour regrouper les boucles (εn), et d'éven-tuelles modi�cations sur les v′i, chaque v′i étant de longueur inférieure à m.k. Ensommant ce nombre d'opérations élémentaires, on obtient :
dist(w, ŵ) ≤ 3(b′ + 1)m.k + εn (3.2)Pour β la plus longue sortie d'une arête de T :

dist(w′, ŵ′) ≤ 3β(b′ + 1)m.k + εn (3.3)La distance entre (ustat(ŵ), ustat(ŵ′), |ŵ| /|ŵ′|
) et HT peut maintenant être majo-rée en explicitant un point (x, x′, ρ) de HT adapté à la décomposition précédentede (ŵ, ŵ′).Posons n0 =

∑

i

ki, n1 =
∑

i

ki.lin(si) où lin(si) désigne la longueur de la boucle si,
βi = ki.lin(si)

n1
et �nalement x =

∑

i

βi.Isi
, x′ =

[[
∑

i

βi.ρsi
.Osi

]] et ρ =
∑

i

βi.ρui
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Clairement∑
i

βi = 1 et (x, x′, ρ) ∈ Hu′
1...u′

b
⊆ HT . En reprenant les sources d'erreursdévoilées dans l'exemple :

|ustat(ŵ)− x|1 ≤
6.(b′ + 1).k.(1 + m)

n0 − k + 1
(3.4)

|ustat(ŵ′)− x′|1 ≤ β
6.(b′ + 1).k.(1 + m)

n0 − k + 1
(3.5)

| |ŵ
′|
|ŵ| − ρ| ≤ (β + 1)

6.(b′ + 1).k.(1 + m)

n0

(3.6)En choisissant n0 assez grand pour garantir que les parties droites des équations(3.4) (3.5) et (3.6) soient inférieures à ε, nous garantissons la 3ε-proximité à HT .� Pour l'équation (3.4), n0 ≥ 3.(b′ + 1).k.(1 + m) + k − 1 est su�sant.� Pour l'équation (3.5), il su�t de multiplier la borne précédente par β.� Cette nouvelle borne su�t aussi pour l'équation 3.6.Il su�t d'ajouter b′.m.k pour obtenir la borne voulue pour n0 i.e.
n = |w| ≥ 6.(b′ + 1).(k + 1).(1 + 2m).Cette borne est alors réintroduite dans la version relative de l'équation (3.2) ce quiassure (b′+1).m.k

n
≤ ε et garantit ainsi

d(w, ŵ) ≤ ε +
(b′ + 1).m.k

n
≤ 2ε.Le cas de l'équation (3.3) est similaire :

β(b′ + 1).m.k

n
≤ ε⇒ d(w′, ŵ′) ≤ ε + β

(b′ + 1).m.k

n
≤ 2ε

�
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Dans la suite, nous utilisons le théorème 2.3 (page 37) : deux mots proches ont desstatistiques proches.25 Ce théorème assure que les statistiques de (w, w′) sont proches de
(ŵ, ŵ′) et par conséquent de HT . Ceci valant quel que soit le couple de mots assez long,on conclut que deux String-Transducteurs ε-proches ont des représentations ε′-proches.Pour des transducteurs proches, les erreurs introduites par chaque �èche du diagrammede la �gure 3.6 sont contrôlées :� horizontalement par dé�nition de l'ε-équivalence� verticalement par les résultats précédents.

(w1, w
′
1) → (w2, w

′
2)

↓ ↓
(ŵ1, ŵ′1) (ŵ2, ŵ′2)
↓ ↓

(x1, x
′
1, ρ1) (x2, x

′
2, ρ2)Fig. 3.6 � Intuition de la CorrectionThéorème 3.13Soit ε > 0. Si deux String-Transducteurs Λ-libres T1 et T2 sont ε-proches alors ils ontdes représentations statistiques (3ε + 12.2

√
ε)-proches pour la norme L1. FMontrons la réciproque de la proposition 3.12, à savoir que chaque point de HT peutêtre approché par les statistiques de couples de mots en relation dans T .Proposition 3.14Pour tout point x de HT , on peut construire un couple de mots (w, w′) ∈ T tel que

(ustat(w), ustat(w′), |w′|/|w|) soit ε-proche de x ?

25Pour n = Ω(1

ε
) = |w| = |w′|, si dist(w, w′) ≤ ε2n alors |ustatk(w)− ustatk(w′)| ≤ 6.1ε.92



Démonstration : Soit x ∈ HT . Par dé�nition de HT , cela signi�e qu'il existe unchemin π de T̂ , un ensemble S = s1, . . . , sp de boucles π-compatibles, ainsi que
α1, . . . , αp (dans [0, 1] et sommant à 1) tels que

x = Hα1,...,αp

S =




p∑

i=1

αi.Isi
,

[[(
∑

si∈S

αi.ρsi
.Osi

)]]
,

∑

i

αi.ρsi




.

Nous choisirons l'ordre des si de telle sorte qu'on puisse e�ectuer les boucles
s1, . . . , sp dans cet ordre précis26, quitte à parcourir des transitions entre ces boucles.Soit n ∈ N, et (u0, u

′
0), . . . , (up, u

′
p) un témoin de la compatibilité. Posons :

w = u0(Isi
)bn.α1cu1(Isi

)bn.α2c . . . up−1(Isp)
bn.αpcup et

w′ = u′0(Os1)
bn.α1cu′1(Os2)

bn.α2c . . . u′p−1(Osp)
bn.αpcup.Le couple (w, w′) est accepté par T , et nous allons voir que la norme L1 entre

(ustat(w), ustat(w′), |w′|/|w|) et x, tend vers 0 quand la taille de w tend vers l'in�ni.L'erreur absolue27 sur l'entrée est engendrée par di�érents facteurs :1. les occurrences à cheval sur tout ou partie de chacun des ui (ces occurrencesde w sont absentes du point de vue de x)2. les éventuelles occurrences à cheval sur deux boucles di�érentes (pour le casd'un ui réduit au mot vide par exemple)3. les erreurs dues aux arrondis bn.αic.Chaque ui est de longueur inférieure à 2.m. Le premier cas engendre au plus
m(p + 1) occurrences erronées, le second au plus 2(k − 1)p et le troisième moins de

p∑

i=1

mn.αi−bn.αic ≤ pm.26on doit avoir si < sj lorsque si et sj sont dans deux composantes connexes di�érentes connectéespar π et que l'état représentant (entre autre) si précède strictement l'état représentant sj . L'ordre choisipour les boucles d'une même composante fortement connexe, n'a en revanche aucune importance.27i.e. le nombre d'occurrences qui di�èrent 93



L'erreur totale absolue sur l'entrée est donc majorée par (p+1)(m+2k)+2(k−
1)m + pm ≤ (p + 1)(m + 4k − 2).L'erreur faite sur la longueur de w′ provient exactement des mêmes raisons :∣∣∣∣∣
∑

i

αi.ρsi
− |w

′|
|w|

∣∣∣∣∣ ≤
p∑

i=1

|ui|+ (k − 1)× p +

p∑

i=1

ρi × |α̂i − αi|

≤ pm + p(k − 1) +

p∑

i=1

ρi

≤ p(m + k + ρmax).L'erreur sur la statistique de sortie est issue des raisons précédentes auxquelless'ajoute l'in�uence de l'approximation des αi vis-à-vis de la renormalisation.L'erreur précédente est donc multipliée par au plus β. L'erreur absolue totale estdonc majorée par 3.p.β(m + k + ρmax) ce qui assure que l'erreur relative, inférieureà (3.p.β(m + k + ρmax)) /(1 + n), tend vers 0 quand n tend vers l'in�ni.Pour n assez grand, on peut donc bien rendre (ustat(w), ustat(w′), |w′|/|w|) aussiproche de x que l'on souhaite. �Les résultats précédents permettent d'établir la correction.Proposition 3.15Si T1 et T2 sont deux transducteurs Λ-libres équivalents, alors l'algorithme 3 renvoie vrai.
?Démonstration : Supposons T1 ≡ T2 et que le test renvoie faux. Prenons une boucle bqui n'est solution d'aucun système. Le couple (wi, wo) � entrée de la boucle, sortiede la boucle � est alors proche d'être accepté par T1 et loin de l'être par T2. Plusprécisément, on a (ŵi, ŵ0) ∈ T1 tel que tout (w, w′) ∈ T2 possède des statistiques

9ε/10 loin deHT1. Par la proposition 2.3 (page 37), pour tout (w, w′) ∈ T2 dist(wi, w)ou dist(w0, w
′) est nécessairement plus grand que 5

6.1×2

√
9ε/10

p
. On contredit ainsi

T1 ⊆ T2 et donc l'équivalence de T1 et T2. �

94



RobustesseCette section est dédiée à montrer que si deux String-Transducteurs sont loin, l'algo-rithme donné permet de les rejeter. La partie centrale de la preuve utilise le fait que sideux String-Transducteurs sont ε-loin alors leurs représentations sont ε′-loin.Proposition 3.16Soient T1 et T2 deux String-Transducteurs Λ-libres. Si T1 est ε-loin de T2 alors on peuttrouver une boule, centrée dans HT2, et de rayon ε′ = θ(ε2), qui n'intersecte pas HT1. ?Ce résultat est une conséquence du fait que lorsque des String-Transducteurs sont loin,on peut extraire une suite de couples de mots de l'un, tous éloignés des couples en relationpour l'autre. Cette suite peut toujours être choisie de taille croissante.Proposition 3.17Soient T1 et T2 deux String-Transducteurs Λ-libres. Si T1 est ε-loin de T2 alors il existeune suite (wi, w
′
i)i∈N ∈ T1 telle que la longueur des mots wi et w′i croît avec i et pour tout

(w, w′) ∈ T2, dist(wi, w) + dist(w′i, w
′) ≥ ε2 = Ω(

√
ε). ?Démonstration de la Proposition 3.17 : Par l'absurde, supposons que T1 soit ε-loin d'être inclus dans T2 et l'existence d'un nombre �ni de (wi, w

′
i) véri�ant laconclusion28 de la proposition 3.17. Nécessairement chaque boucle de T1 peut êtrearbitrairement approchée par T2. On contredit alors le fait qu'il existe un couple demots (su�samment longs) témoignant de l'� ε-éloignement �. �

L'existence de cette suite permet alors d'extraire le centre d'une boule qui � sépare �les deux représentations statistiques.
28pour tout (w, w′) ∈ T2, dist(wi, w) + dist(w′

i, w
′) ≥ ε2 = Ω(

√
ε)95



Démonstration de la Proposition 3.16 : Supposons que T1 est ε-loin d'être inclus dans
T2, et prenons les (wi, w

′
i)i∈N ∈ T1 de la proposition précédente. Chaque (wi, w

′
i) sedécompose sur une base Si de sommets de T1. Il existe donc une base in�niment ré-pétée, ce qui garantit de pouvoir extraire une sous-suite (ŵi, ŵi)i∈N dont tous les élé-ments se décomposent sur cette base commune. La suite (ustatk(ŵi), ustatk(ŵi))i∈Nprend ces valeurs dans le compact [0, 1]|Σ|

k × [0, 1]|Σ
′|k × [1, β], ce qui permet degarantir l'existence d'une sous-suite (w∗i , w

′∗
i , ρi) qui converge vers (Ia,Oa, ρa). Cepoint est le centre de la boule qui va nous permettre de séparer HT1 et HT2.Pour n'importe quel couple de mots (w, w′) ∈ T2 et tout i, dist(wi, w

∗)+dist(w′, w
′∗)+

ε̃ ≥ ε et donc par la proposition 2.3 (page 37), |ustatk(wi)−ustatk(w
∗)|+|ustatk(w

′
i)−

ustatk(w
′∗)|+ ε̃ ≥ 6.5×ε

5×2
. En passant à la limite, on obtient que pour tout (w, w′) ∈ T2tels que ∣∣w′

w
− ρa

∣∣ ≤ ε̃, |ustatk(wi)− Ia|+ |ustatk(w
′
i)−Oa| ≥ 0.65ε− ε̃.En posant ε′ = 0.65ε− ε̃ pour un ε̃ bien choisi29 , on obtiendra que la boule centréeen (Ia,Oa, ρa) et de rayon ε′ n'intersecte jamais HT1 . �

Nous avons exhibé un point a de HT2 loin de HT1 . Si la di�culté n'est pas la possi-bilité de combiner les boucles, c'est le témoin qu'une de ses boucles est déjà � loin de
HT1 �. Dans ce cas, le critère de test est simpli�é : la décision se fait uniquement par uncritère sur les sommets extrémaux des représentations statistiques.
Corollaire 3.18Soient T1 et T2 deux String-Transducteurs Λ-libres. Si T1 fortement connexe est ε-loinde T2 alors il existe un sommet de HT2, ε′-loin pour la norme L1 de HT1. ?

29le ε̃ du corollaire suivant par exemple 96



Démonstration : Soit a = (Ia,Oa, ρa) le point de la preuve précédente. On peut dé-composer sur la base in�niment répétée choisie pour l'extraction. L'un des sommets(=boucle) de cette décomposition est nécessairement loin de HT1 puisque sinon onpourrait montrer que a est aussi proche de HT1 et ainsi contredire la propositionprécédente. On a donc un sommet s = (Is,Os, ρs) tel que pour tout (w, w′) ∈ T1,au moins l'un des trois cas suivants est véri�é :1. |ustat(w)− Ia| ≥ ε′/32. |ustat(w′)−Oa| ≥ ε′

3
× ρmin

ρmax3. ∣∣∣ |w′|
|w|
− ρa

∣∣∣ ≥ ε̃L'erreur en norme L1 pour ce s est donc au minimum ε′

3
× ρmin

ρmax
− ε̃. Si cette erreurest plus grande que ε̃, s est ε̃ loin de HT2 (pour la norme L1). Il su�t donc de poser

ε̃ = 0.65ε
6
× ρmin

ρmax
. �

Corollaire 3.19L'algorithme 3 est un testeur pour l'inclusion des String-Transducteurs Λ-libres fortementconnexes. ?En e�et, la proposition 3.15 (page 94) assure que l'algorithme renvoie vrai pour destransducteurs équivalents. Le corollaire précédent nous garantit quant à lui que l'algo-rithme renvoie faux pour des transducteurs ε-loin puisqu'il il s'exécute avec une erreur ε̃su�samment petite pour que les hypothèses du corollaire 3.18 (page 96) soient véri�ées.
Pour plusieurs composantes fortement connexes, le fait d'être loin peut aussi indiquerque deux boucles présentes dans chacun des transducteurs n'ont pas le même type decompatibilité. Le point discriminant les deux représentations doit donc aussi être cherchéplus généralement � à l'intérieur � de HT1.
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Théorème 3.20L'algorithme 4 est un ε-testeur pour l'inclusion des String-Transducteurs Λ-libres. FDémonstration : Le point a de la preuve de la proposition 3.16 (page 95) assure quel'on satisfait la condition du si (externe) pour un point x ε̃/3-proche de a. Chacundes systèmes de S2 renvoie faux puisque ce a est encore au moins 2×ε̃
3
-loin de HT2. Lavariable Res est alors a�ectée à faux et gardera cette valeur jusqu'à être renvoyée.

�ComplexitéLa procédure de décision exposée dans ce chapitre prend en entrée des ensembles desystèmes linéaires. En testant uniquement la satisfaction de ces systèmes, on garantit quela décision se fait en temps polynomial en la taille des systèmes.La construction la plus directe pour obtenir une approximation robuste de la dé�nitioninductive de HT est de considérer toutes les boucles de taille inférieure à m.k. Pour unString-Transducteur à a arêtes, ce nombre de boucles est majoré par am.k. Sans perte degénéralité, a peut être choisi plus petit que m2 × |ΣS| × |ΣT |β, et donc l'ensemble dessystèmes générés est de taille O ((m2 × |ΣS| × |ΣT |β
)m.k

).En fait, il n'est pas nécessaire de considérer toutes ces boucles. En e�et, seules les sta-tistiques d'entrée, les statistiques de sortie et les distorsions de ces boucles comptent pourla construction de HT . Pour un mot d'entrée de longueur n, il n'existe que (n−k+1)|ΣS |
kstatistiques d'entrée di�érentes ; le nombre de statistiques de sortie à considérer est infé-rieur à (β.n−k+1)|ΣT |

k ; et moins de β.n distorsions sont possibles. Dans la construction de
HT le nombre de (x, x′, ρ) à considérer, est donc un O ((p (β + 1))(ΣS+ΣT )k

) où p est unelongueur de boucle su�sante pour garantir la robustesse. Pour les String-Transducteurs,la preuve de la robustesse nous assure que p = m.k2 est su�sant pour une constructionrobuste de HT , i.e. il su�t de considérer un nombre de statistiques polynomial en m.
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Construction inductive de HTLa construction de HT peut alors se faire par induction sur la taille t des cheminsentre deux états possibles du String-Transducteur T . Soit Pt la matrice m×m dans la-quelle l'entrée (i, j) est en ensemble de vecteurs correspondants à un chemin de longueur
t entre les états i et j. Pt[i, j] contient des ensembles de points. Un point est donné par sastatistique d'entrée x ∈ [0, 1]|ΣS|

k ; sa statistique de sortie y ∈ [0, 1]|ΣT |
k ; et sa distorsion

ρ ∈ [1, β].On construit également P g
t [i, j] représentant les possibles blocs gauches. Un point(de cette matrice d'ensembles de points) est alors donné par son bloc gauche d'entrée

xg
t ∈ (ΣS)t ; son bloc gauche de sortie yg

t ∈ (ΣT )t.β ; et sa distorsion gauche : ρg
t ∈ [1, β]t.Symétriquement, on pose P d

t [i, j] pour ses di�érents blocs droits.La propriété centrale de cette construction est que la matrice Pt+1 s'obtient depuis
P1,. . . ,Pt, P g

1 , P d
1 , ... , P g

k−1 et P d
k−1 par une équation inductive. De la même façon quel'induction a été obtenue pour les automates (page 68), les matrices Pt sont calculées defaçon incrémentale pour t de 1 à m.k. Finalement les représentations des boucles (élémentsdiagonaux de Pt) sont conservées. La question de compatibilité d'un ensemble de bouclesrevient à décider de l'existence d'un chemin passant par les origines de ces boucles et cettedécision est également polynomiale. Puisque seules O ((m.k (β + 1))(ΣS+ΣT )k

) statistiquessont à considérer, la représentation de HT est construite en temps polynomial en m.

99



3.2 Arbres3.2.1 XSL-TransducteurXSLT est un langage central dans le monde XML et beaucoup de qualités reconnuesde XML reposent en fait sur l'utilisation de XSLT : productions de versions di�usables(XHTML, SVG . . . ), pérennité des documents, ouverture des formats, interopérabilité,etc.La première motivation est d'associer un style à un document XML, tout comme onassocie une feuille de style CSS à une page HTML. Pour remédier aux limitations du CSSque sont par exemple l'impossibilité d'extraire les valeurs des attributs ou de créer de nou-velles données, un nouveau langage XML a été proposé : XSL30. Cette thèse s'intéresseaux transformations permettant de convertir un document XML en un autre documentXML et s'intéresse alors à XSLT31, aux dépens des transformations de XML en formatsnon structurés (txt, pdf ...) considérées par XSL-FO32.Comme pour les automates d'arbres, il existe une littérature fournie de transformateursd'arbres dont deux familles importantes se distinguent selon qu'elles s'appliquent de la ra-cine aux feuilles (transducteur descendant) [Andre et Bossut, 1993, Andre et Bossut, 1998,Martens et Neven, 2004] ou des feuilles à la racine (transducteur ascendant) [Zachar, 1978].Précédemment introduites pour les arbres à arité bornée, les transformations déterministesdescendantes sont connues pour être moins expressives que les transformations ascen-dantes [Engelfriet, 1975]. Notons que d'autres modèles sont étudiés sur les arbres d'ariténon bornée comme les transducteurs à jetons introduits par [Milo et al., 2003] dont laversion à 0 jeton correspond aux Macro Tree Transducers de [Maneth et al., 2005].Motivés par le cadre de transformation de XML [World Wide Web Consortium, 2006]par XSLT [World Wide Web Consortium, 1999], nous allons principalement nous intéres-ser au cas descendant introduit par [Martens et al., 2008].30eXtensible Stylesheet Language : http://www.w3.org/Style/XSL/31XSL Transformations : http://www.w3.org/TR/xslt32XSL Formating Objects : http://www.w3.org/TR/xsl/100



Soit KS un ensemble de ΣS arbres et KT un ensemble de ΣT arbres. Un XSL-Transducteur associe, de façon descendante, à un n÷ud v d'étiquette dans ΣS , un nouveausous-arbre sur ΣT . Cette modélisation est motivée par le langage XSLT dans lequel cettefonctionnalité est standard.Soit HΣT
l'ensemble des séquences �nies d'arbres �nis, (haies, forêts). HΣT

[Q] est l'en-semble des haies (séquences �nies d'arbres �nis) de HΣT
dans lesquelles les feuilles sontétiquetées par ΣT ∪Q au lieu de ΣT .Dé�nition 3.21Un XSL-Transducteur d'arbres entre ΣS arbres et ΣT arbres est donné par (Q, q0, δ) où :

δ est un ensemble de règles de la forme (ΣS, Q) → HΣT
[Q] tel que si (q0, a) → h ∈ δ,alors h est soit vide, soit h est un unique arbre dont la racine est étiquetée par Σ. ✓Exemple 3.22En pratique, le XSL-Transducteur est souvent déterministe et dé�ni par un programmeXSLT T .<xsl:output method="xml" indent="yes"/><xsl:template match="/bd"><bib> <xsl:apply-templates/> </bib></xsl:template><xsl:template match="work"><livre><titre/><xsl:apply-templates/></livre></xsl:template><xsl:template match="author"><auteur/></xsl:template> Fig. 3.7 � Un Programme XSLT T
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Le XSL-Transducteur donné par le code XSLT peut être décrit de façon équivalentedans notre formalisme par :
• ΣS = { db, work, author },
• ΣT = { bib, livre, auteur, titre },
• Q = {q},
• δ = {(q, db)→ bib(q); (q, work)→ livre(titre, q); (q, author)→ auteur}. nLa transformation par la δ d'un arbre t dans l'état q, notée T q(t), est dé�nie induc-tivement comme suit : si t = Λ alors T q(t) := Λ ; si t = a(t1 . . . tn) et qu'il existe unélément (q, a) → h dans δ alors T q(t) contient la haie h dans laquelle on a remplacéchaque noeud u de h étiqueté par l'état p par une haie de T p(t1) . . . T p(tn). S'il n'y a pasde règle (q, a) → h dans δ, alors T q(t) := Λ. Finalement, la transformation de t par T ,notée T (t) est dé�nie par T q0(t).Un XSL-Transducteur est dit déterministe si pour chaque paire (q, a), il existe au plusune règle dans δ et dans ce cas T (t) s'interprète comme un arbre. Dans le cas non dé-terministe, on notera également T (t) pour désigner l'ensemble des transformés possibles,c'est-à-dire un ensemble d'arbres ou chacun résulte d'un ensemble de choix résolvant lenon-déterminisme.La partie droite d'une règle est dite e�açante si elle possède un état apparaissant àson plus haut niveau, et k-copiante lorsque qu'elle contient k feuilles étiquetées par desétats. Une règle est linéaire si exactement une feuille de sa partie droite est étiquetée parun état, et un XSL-Transducteur est linéaire lorsque toutes ses règles sont linéaires.
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Exemple 3.23 (Règles linéaire, non linéaire, e�açante)Considérons l'alphabet d'entrée {a, b}, l'alphabet de sortie {c, d, e}, Q = p, q et T =

(Q, p, δ) les correspondances entre δ et les templates XSLT sont données ci dessous :1. (p, a)→ c(d) : <xsl:template match="a" mod="p"><c><d/></c></xsl:template>2. (p, b)→ e(q) : <xsl:template match="b" mod="p"><e><xsl:apply-templates mod="q"/></e></xsl:template>3. (q, a)→ cp : <xsl:template match="a" mod="q"><c/><xsl:apply-templates mod="p"/></xsl:template>4. (q, b)→ d(pq) : <xsl:template match="b" mod="q"><d><xsl:apply-templates mod="p"/><xsl:apply-templates mod="q"/></d></xsl:template>La règle (4) copie les �ls du noeud courant deux fois : une copie est transformée dansl'état p et l'autre dans l'état q : elle est 2-copiante. La règle (3) copie les �ls du noeudcourant une seule fois mais aucun père n'est donné à cette copie : elle est e�açante. n
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Précisons le coût algorithmique de la transformation d'un arbre :Proposition 3.24Pour un XSL-Transducteur T déterministe et un arbre t, on sait construire une repré-sentation de T (t) en temps :1. O(|t|) pour T linéaire.2. O(exp|t|) pour T non linéaire.
?Démonstration :1. Le résultat naturel est un temps O(|t|+ |Tt|) qui est clairement linéaire en |t|.2. Même avec de la non-linéarité, la taille de t reste bornée par βj où β =

max
q∈Q,a∈ΣS

(|δ(q, a))| est le nombre maximal de n÷uds dans la partie droite d'unerègle de T , et j est la hauteur de t. Comme j ≤ |t|, on déduit que pour toutXSL-Transducteur déterministe T , |T (t)| ≤ β |t|, i.e. la sortie est au pire ex-ponentielle en la taille de t. Sur l'alphabet unaire, une règle 2-copiante peuttransformer un arbre �liforme à n noeuds en arbre binaire complet de profon-deur n, à 2n feuilles, et donc de taille Ω(exp(|t|)). Une représentation de T (t)peut donc potentiellement avoir une taille Θ(exp|t|).
�Nous allons voir ce qui peut être généralisé pour des transducteurs d'arbres. Nous étendonsd'abord la notion de HT pour un XSL-Transducteur puis on montre que l'ε′-inclusionentre les objets géométriques générés peut à nouveau servir de témoin à l'ε-inclusion destransducteurs.
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3.2.2 Statistiques d'un XSL-Transducteur linéairePour étendre la représentation aux XSL-Transducteurs linéaires, clari�ons la notionde boucle. Soit T̂ le graphe dont les sommets sont les états du XSL-Transducteur et dontchaque arête correspond à une une règle (a, q) → h ∈ δ. Le type d'une arête (ou d'unerègle) désigne le type du segment reliant la (première) racine à la feuille étiquetée parun état, son entrée désignera a, sa sortie h. Un chemin est une succession d'arêtes et uneboucle est un chemin d'un état à lui-même ; ils induisent donc :� un segment d'entrée : son type est la concaténation des types des arêtes, et sonétiquetage est la concaténation des entrées des arêtes� une haie de sortie : pour πi.π2, dans π1, la feuille étiquetée de la haie de sortie de
π1 est remplacée par la haie de π2.Comme pour le cas des mots, une boucle est dite simple lorsqu'elle ne contient aucuneboucle strictement plus petite.

Fig. 3.8 � Exemples d'itérations de boucles d'un XSL-Transducteur.105



Le cas d'une boucleLa statistique d'une boucle est de même nature que la statistique d'une boucle pourles mots, à la di�érence que la statistique d'entrée (et de sortie) est maintenant une sta-tistique d'arbre étendu (de haie).Comme dans le cas des mots, la statistique d'une boucle simple b d'un XSL-Transducteurse compose de trois parties : la statistique d'entrée de la boucle, sa statistique de sortie(deux statistiques d'arbres d'ordre k), et la distorsion |out(b)|
|in(b)|

, où |t| désigne le nombre denoeuds de l'arbre t.Pour une décomposition sur une base donnéeComme pour les String-Transducteurs, deux boucles sont compatibles si on peut les ité-rer (voir 3.8), dans n'importe quel ordre. La di�érence avec le cas des String-Transducteursest que la statistique d'entrée (respectivement de sortie) d'une boucle est maintenant do-tée d'un type : celui du chemin permettant d'a�rmer qu'il s'agit d'une boucle. Commeprécédemment, on pose
Hα1,...,αp

S =




∑

i

αi.Isi
,

[[(
∑

si∈S

αi.
lout(si)

lin(si)
.Osi

)]]
,

∑

i

αi.ρsi


où on interprète Isi

(resp. Osi
) comme la statistique d'arbre de l'entrée (resp. de sortie)de la boucle, et lin (resp. lout) comme le nombre de noeuds en entrée (resp. en sortie) dela boucle si.Donnons un exemple de ces constructions.

106



Exemple 3.25Reprenons l'exemple du XSLT de la �gure 3.7 (page 101) pour expliquer comment sonttransformées les statistiques uniformes par ce transducteur.Les transitions lisant bd ou author conservent (localement) la taille. Par contre, latransition lisant work ne préserve pas la taille et possède un facteur de distorsion de 2. 33Pour la simplicité de l'explication, ce transducteur possède un unique état, et donc sesboucles simples sur l'unique état du transducteur sont, de fait, compatibles. On remarqueque cet état q est relié à lui-même à la fois par une arête verticale et par une arête ho-rizontale. Notons aussi que la première � template � ne s'applique qu'à la racine. Ellen'apparaît dans aucune boucle et sa contribution aux statistiques de sorties converge doncasymptotiquement vers 0.Donnons �nalement les statistiques de ces boucles dans une forme compacte où t[e] :

val exprime que val est la valeur de ustat en la ligne t (un type de chemin) et en la colonne
e (une séquence d'étiquettes).
• Pour k = 1 : s =




a : 1

a : 1

1


 , s′ =




w : 1

(l : 1/2, t : 1/2)

2


.

HT est l'ensemble des points � interpolés � entre s et s′ : pour α ∈ [0, 1],
α.s⊕ (1− α).s′ est associé à  (a : α, w : 1− α)

1/ (2− α) (a : α, l : 1− α, t : 1− α)

2− α




• Pour k = 2, trois types de boucles sont à considérer dont voici les représentations :
s =




0[wa] : 1

(0[lt] : 1/2, 1[ta] : 1/2)

2


 , s′ =




1[aa] : 1

1[aa] : 1

1


 , s′′ =




1[ww] : 1

1[ll] : 1

1


n33On passe localement d'un noeud word à l'arête gauche 0[lt] i.e. deux noeuds livre et titre.107



Pour un XSL-Transducteur généralLa généralisation des autres étapes est parfaitement identique au cas des String-Transducteurs :
HS =

⋃

0≤αi≤1∑
i αi=1

H
α1,...,αp

S

Hπ =
⋃ensemble S de boucles π-compatibles HS

HT =
⋃

π∈T̂

HπExemple 3.26La représentation statistique construite pour k = 2 dans l'exemple 3.25 (page 107) est :
HT = {α.s⊕ α′.s′ ⊕ α′′.s′′ | α + α′ + α′′ = 1} .Le point associé à α = 1/2, α′ = α′′ = 1

4
est alors

1

2
.s⊕ 1

4
.s′ ⊕ 1

4
.s′′ =




0[wa] : 1
2
, 1[aa] : 1

4
, 1[ww] : 1

4[[
0[lt] : 1

2
, 1[ta] : 1

2
, 1[aa] : 1

4
, 1[ll] : 1

4

]]

2× 1
2

+ 1
4

+ 1
4




i.e. H 1
2
, 1
4
, 1
4

T
=




0[wa] : 1
2
, 1[aa] : 1

4
, 1[ww] : 1

4

0[lt] : 1
3
, 1[ta] : 1

3
, 1[aa] : 1

6
, 1[ll] : 1

6

3/2


 n

Proposition 3.27Pour tout XSL-Transducteur T , HT est une union �nie d'arrangements d'hyperplans. ?
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3.2.3 Équivalence Approchée de XSL-Transducteurs LinéairesNous avons vu également comment étendre la robustesse de ustat (proposition 2.3(page 37)) au cas des arbres. Les preuves suivantes sont alors identiques au cas des String-Transducteurs si on remplace chaque utilisation de la robustesse sur les mots par sa versiongénéralisée aux arbres : la proposition 2.22 (page 55).Proposition 3.28Si T1 et T2 sont deux XSL-Transducteurs équivalents Λ-libres, alors l'algorithme 6 renvoievrai. ?La propagation de l'erreur étant plus importante que pour le cas des String-Transducteurs,le pas de grille dans le cas des arbres doit donc être choisi plus �nement que pour le casdes mots. Pour garantir la robustesse du test, l'erreur ε′ utilisée pour le test devra alorsêtre exponentiellement plus petite que l'erreur initiale ε. En adaptant la proposition 3.16(page 95) avec le corollaire 2.22 (page 55), on peut à nouveau extraire une suite croissantesur la base in�niment répétée dont une sous-suite converge vers un point permettant deséparer les deux XSL-Transducteurs.Proposition 3.29Si un XSL-Transducteur linéaire Λ-libre T1 est ε-loin du transducteur Λ-libre T2, alors onpeut trouver une boule, centrée dans HT2, et de rayon ε′ = θ(ε×(21/ε−1)), qui n'intersectepas HT1. ?Le théorème 3.20 (page 98) se généralise �nalement en tenant compte de ce nouveaupas de grille.Théorème 3.30L'algorithme 6 est un ε-testeur pour l'inclusion des XSL-Transducteurs Λ-libres. F
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Algorithmes :Algorithme 5 : L'ε-inclusion pour les XSL-Transducteurs linéaires fortementconnexesDonnées : Deux XSL-Transducteurs linéaires à un état ; ε ∈]0, 1[.Sorties : La décision de T1 ⊆ε T2Construire HT2 comme un système d'inéquations linéaires;
ε∗ := ε/

(
3(21/ε)

) ;Construire S2 l'ensemble des systèmes d'équations de la relaxation de HT2 par ε∗ ;
Res := 1;pour chaque boucle simple b de T1 faireCalculer x = (Ix, Ox, lx);si x n'est la solution d'aucun des systèmes de S2 alors Res := 0�nretourner ResAlgorithme 6 : Testeur pour l'ε-inclusionDonnées : Deux XSL-Transducteurs ; ε ∈]0, 1[Sorties : La décision de T1 ⊆ε T2Construire HT1 et HT2 comme ensembles de systèmes d'inéquations linéaires;
ε̃ := 0.1× ε/

(
3(21/ε)

)
× ρmin

ρmax
;Construire S1 et S2 les systèmes d'inéquations des relaxations respectives de HT1 et

HT2 par ε̃/3;
Res := 1;pour chaque x point de la grille sur [0, 1]|Σ|

k × [0, 1]|Σ
′|k × [1, β] de pas ε̃/3 fairesi x véri�e S1 alorssi x n'est la solution d'aucun des systèmes de S2 alors Res := 0�n�nretourner Res
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Chapitre 4Échange Approché de Données

Nous allons maintenant étudier ce que l'on appellera l'échange de données dont laphilosophie peut être caricaturée de la façon suivante : j'ai mon langage (le français) dontje comprends une partie (mon schéma-source), tu as ton langage (l'espéranto) dont tucomprends une partie (le schéma-cible), et il y a un dictionnaire donnant des possibili-tés d'associations entre ces deux langues. Les deux questions centrales étudiées dans cechapitre sont alors :1. La consistance : si je pense à une phrase particulière en français, est-ce-qu'il estpossible de trouver une phrase correspondante en espéranto que tu comprends ?2. La sûreté : est-ce-que, pour toutes les phrases françaises que je comprends et quelquesoit la manière dont j'utilise le dictionnaire, je tomberais toujours sur une phraseque tu comprends ?L'idée est de considérer un schéma-source, un schéma-cible et des contraintes décri-vant comment sont liées source et cible. Des cadres généraux ont précédemment étéproposés pour les bases de données relationnelles [Fagin et al., 2002, Arenas et al., 2004,Fagin et al., 2005, Calvanese et al., 2006] ou XML [Arenas et Libkin, 2005]. Les travauxcités s'intéressent à des contraintes du type � si je satisfais telle propriété (formule)111



sur la source, alors je dois aussi satisfaire telle autre propriété sur la cible �. Pour uneinstance-source donnée, une solution est une instance du schéma-cible telle que toutes lescontraintes sont satisfaites. On parlera de donnée consistante si une telle solution existe,et il peut exister un nombre quelconque de solutions.Cette manière d'associer une instance-source à un ensemble de solutions décrit indirec-tement des transformations d'instances. Dans les travaux existants cités, la constructiond'une solution (si elle existe) s'e�ectue par des variantes de l'algorithme de � poursuite �de [Fagin et al., 2002]. Une manière directe de décrire des transformations d'instances estde le faire par un transducteur. Les questions de consistance et de sûreté sont alors re-formulées pour des transducteurs de mots ou d'arbres, et les schémas choisis parmi leslangages réguliers (de mots et d'arbres).Savoir construire une solution lorsqu'elle existe peut s'appliquer dans de nombreusessituations pratiques. Chaque exemple de visualisation donné au chapitre 5 est en e�et uncas particulier de la construction d'une représentation de l'ensemble des solutions, étantdonnés une instance source et un � cadre d'échange � ∆ (le schéma-source, le schéma-cible et le transducteur).Savoir si un cadre d'échange est sûr est � le nerf de la guerre � du type-checking. Déci-der si un cadre d'échange est sûr est alors un problème qui apparaît naturellement pourles transducteurs d'arbres [Milo et al., 2000, Martens et Neven, 2002, Milo et al., 2003,Martens et al., 2008]. Ce problème de décision a également été abordé dans divers contextes :pour des transformations de XML basés sur les requêtes de chemins [Calvanese et al., 1999]ou pour les bases de données relationnelles transformées par des contraintes logiques(source-cible) [Alon et al., 2003] ...Ces approches existantes ne considèrent que les versions exactes des problèmes dedécision ; pourtant, dans un contexte de données imparfaites, l'aspect de robustesse estessentiel. On verra aussi que ces questions peuvent être di�ciles dans le cas exact alorsqu'il sera montré comment décider e�cacement ses versions approchées.
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Organisation.Consistance : On montre que la consistance exacte est linéaire (dans la taille dumot) pour les langages de mots réguliers et les machines à états �nis. Puis l'approximationest introduite de trois manières : d'abord sur la source, puis sur la cible, puis à la fois surla source et la cible. Le résultat principal est que l'on peut décider de l'ε-consistance d'unmot-source en temps constant (qui ne dépend que de ε, des schémas et du transducteur,et pas de la taille du mot-source). Cette propriété se déduit d'une analyse des statistiquesde ce mot. La méthode consiste à approximer (par échantillonnage) la statistique de cemot su�samment précisément pour pouvoir situer ce point par rapport aux polytopes dulangage-source HS et aux polytopes associés au transducteur HT .Sûreté : Décider de la sûreté est un problème PSPACE-dur dans le cas des mots. Ladécision peut se faire e�cacement en montrant que l'ensemble des mots sûrs est régulier.On montre comment, à partir de ce langage des mots sûrs, on peut introduire l'approxi-mation avec des testeurs d'inclusion sur la source ou la cible. Dans le cas général, HT estrestreinte en entrée aux polytopes du langage de l'entrée, et comparée (en ses coordonnéesde sortie) aux polytopes du langage-cible.
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4.1 Consistance

Une première question importante est de savoir si, pour une entrée-source I (typique-ment dans le schéma-source KS), on peut produire, par la transduction, une instance-cibledu schéma-cible KT . On va donc chercher à décider si c'est le cas, et si la réponse estpositive, chercher à construire une telle instance-cible appelée solution.Ce problème possède un vaste potentiel d'applications. Il est en e�et aisé de modéliserdes questions de mise en page ou de transformation de formats sous cette forme. Unobjet (l'instance-source) de notre monde (le schéma-source), est traduit dans le mondede quelqu'un d'autre qui propose le format (le schéma-cible) dans lequel il veut obtenirl'information.4.1.1 Consistance ExacteUn schéma-source KS, un schéma-cible KT , et un transducteur T dé�nissent un cadred'échange de données ∆ = (KS, T ,KT ). Étant donnés ∆ et une instance-source I ap-partenant au schéma-source KS, une solution du problème de source-consistance exacte(donné par (∆, I)) est une instance-cible J appartenant au schéma-cible KT telle que Ipeut être transformée en J par T . On notera Sol(I) l'ensemble (potentiellement in�ni)de ces solutions, et s'il est non vide, I est dite source-consistante pour ∆.114



La dé�nition de la source-consistance présentée ci-dessus dans un cadre général declasses munies de distance dénote les instances par I. Dans le cas spéci�que des mots,cette instance-source est notée w ; dans le cas des arbres, elle est notée t.Détaillons maintenant le traitement de la source-consistance dans le cas des mots.L'application de la proposition 3.4 (page 77) nous permet la construction d'un automate
T (w) à n0 = |w|.n1 sommets et moins de a0 = 2|w|.n1.a1 arêtes. On peut alors appliquerl'intersection (page 19) qui nous assure la construction de T (w) ∩ AT par un automateà n0.n2 sommets et a0.a2 + a0.n2 + a2.n0 arêtes. En remplaçant n0 et a0 par leurs ma-jorations respectives en |w|, n1 et a1, on obtient un automate à |w|.n1.n2 sommets et
2|w|.n1.a1.a2 + 2|w|.n1.a1.n2 + a2.|w|.n1 = O(|w|.n1.n2.a1.a2) arêtes. On conclue alors :Proposition 4.1Soit w un mot, T un transducteur sous forme normale à n1 sommets et a1 arêteset AT un automate (NFA) à n2 sommets et a2 arêtes. Sol(w) peut être construit entemps O(|w|.n1.n2.a1.a2). La représentation résultante est un NFA à |w|.n1.n2 sommetset O(|w|.n1.n2.a1.a2) arêtes. ?Exemple 4.2Soit ∆ = (KS, T ,KT ), où :
• le schéma-source KS est reconnu par l'automate AS de la �gure 4.1 ;
• le String-Transducteur T est donné par la �gure 4.2 (page 116) ;
• le schéma-cible KT est reconnu par l'automate AT de la �gure 4.3 (page 116).Un mot w = 21222 peut être traduit par T de deux manières :� en 34455 : via le chemin q0

2:3−→ q4
1:4−→ q4

2:4−→ q5
2:5−→ q5

2:5−→ q5.� en 34464 : via le chemin q0
2:3−→ q4

1:4−→ q4
2:4−→ q5

2:6−→ q4
2:4−→ q5.Un chemin de AT accepte 34455 : q0

3−→ q2
4−→ q2

4−→ q2
5−→ q2

5−→ q2, ce qui signi�e que 34455appartient au langage-cible. Aucun chemin de AT n'accepte le mot 34464 : il n'appartientdonc pas au langage-cible. Sol(w) est alors réduit à {34455}.115
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2Fig. 4.5 � L'automate des mots source-consistantsPlus généralement, l'ensemble des solutions pour n'importe quel mot reconnu del'automate-source AS est représenté par la �gure 4.4 et correspond à Sol(AS).On calcule également l'ensemble des mots-sources possédant un ensemble non vide desolutions que l'on représente dans la �gure 4.5. n

Corollaire 4.3 (source-consistance)Supposons ∆ = (KS, T ,KT ) �xés : T donné par un String-Transducteur normalisé, KSreconnu par l'automate-source AS sur l'alphabet Σ, et KT par l'automate-cible AT . Pourtout mot w ∈ Σ∗, décider si w est source-consistant pour ∆ se fait en temps O(|w|). Deplus, un automate (NFA) pour Sol(w) = T (w)∩KT peut être construit en temps O(|w|).
? En e�et, déterminer si w est source-consistant revient exactement à déterminer si
Sol(w) est vide. Par le théorème 4.1 (page 115), la construction de Sol(w) produit unNFA possédant un nombre linéaire d'arêtes et de sommets. L'application directe du testdu vide (page 19) nous permet de traiter cette question en temps et en espace linéaire enle nombre d'arêtes de Sol(w), et donc en temps et en espace O(|w|). Les autres cadresnous permettraient des réductions de l'espace utilisé.
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4.1.2 Consistance ApprochéeOn va maintenant chercher à être insensible à un éventuel bruit et donc à tolérer uneproportion d'erreurs. Nous avons trois manières de les tolérer :1. en autorisant de modi�er la source,2. en autorisant de corriger la ou les cibles produites, et3. en permettant de corriger à la fois le coté source et le coté cible.Modi�er la sourceTolérer une correction uniquement sur l'entrée revient à être proche deA1 = T −1 (AT ).Une manière de faire est de :
• calculer A1 et HA1 .
• approcher ustat(I) et en estimer la distance à HA1 .
• accepter si cette distance est petite (inférieure à f(ε)) et rejeter dans le cas contraire.Pour les mots : L'image inverse d'un automate par un transducteur �détaillée page77 � montre que A1 est un langage régulier et donne une méthode pour le construire. Laproximité d'un mot à ce langage peut alors être décidée par un testeur d'appartenance.On calcule H(A1) par la dé�nition 2.30 (page 66). On approxime ustat(w) par ̂ustat(w)en tirant des sous-mots aléatoires (théorème 2.8 (page 42)). On calcule �nalement la dis-tance géométrique entre ̂ustat(w) et H(A1). Comme dans [Fischer et al., 2006], il s'agitd'un testeur d'appartenance, construit en temps polynomial dans le schéma, et qui, unefois construit, sépare en temps constant les entrées source-consistantes et celles loin d'êtresource-consistantes.Exemple 4.4Dans l'exemple 4.2, on construit la représentation de l'automate de la �gure 4.6. Unéchantillonnage ne donnant que le sous-mot 1p sera accepté puisque proche des statistiquesde la boucle de l'état 6. Un mot 1p peut e�ectivement être corrigé en 21p2 qui est traduiten 34p4 et accepté par l'automate-cible AT (Figure 4.3 (page 116)) par le chemin q0

3−→
q2

4−→ q2
4−→ q2

4−→ q2 . . .
4−→ q2

4−→ q2. n118
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22Fig. 4.6 � Pré-image de l'automate-cible : A1 = T −1(AT ) ∩ ASPour les arbres : La transduction inverse garantit également une image réciproquerégulière. On sait alors construire A1 par la transduction inverse34 et en déduire H(A1).Les statistiques de l'arbre-source sont ensuite approximées par échantillonnage de petitssous-arbres (taille inférieure à k = 1/ε). On accepte35 si la norme L1 entre le vecteur destatistiques obtenu et HA1 est inférieure à f(ε), et on rejette sinon.Modi�er la cibleDe manière symétrique, si on souhaite une robustesse vis-à-vis de la sortie, la distanceà considérer dans l'espace statistique (de sortie) est celle entre ustat(T (I)) et HAT
. Onpeut alors construire HAT

, construire T (I) explicitement, échantillonner ses statistiquesavec le chapitre 2, et �nalement accepter lorsque la distance (norme L1) entre HAT
et

̂ustat(T (I)) est su�samment petite (inférieure à f(ε)).
ε-Source-Consistance.Du point de vue pratique, le cas le plus intéressant est de tolérer des erreurs à lafois sur la source et la cible. Une instance est alors dite ε-source-consistante si elle est
ε-proche d'une instance du schéma-source qui est traduite vers une instance ε-proche duschéma-cible.Présentons l'algorithme 7 (page 120), un ε-Testeur pour la ε-Source-consistance, d'aborddans le cas d'un transducteur déterministe à un état, avant de l'étendre à plusieurs états.34dans le pire des cas en O (exp(exp(‖AT ‖))).35i.e. Vrai est renvoyé 119



Algorithme 7 : Testeur1(w, k, N) : ε-Source-Consistance à un étatDonnées : Un mot w, un transducteur T déterministe à un état,le schéma-cible KT donné sous la forme de sa représentation statistique HKTRésultat : La décision de l'ε-Source-Consistance de w

k := 1/ε ;
α := min

a∈Σs

|T (a)| > 0 ;
β := LCMa∈Σs |T (a)| ; /* le plus petit multiple commun des longueurs T (a) */tant que N sorties n'ont pas encore été engendrées faireChoisir i dans {1, n} uniformément ;

a := w[i] ; γ := |T (a)|;Choisir b ∈r {0, 1} avec Prob(b = 1) = γ
β
;si b=1 alorsChoisir j ∈r {0, ..., γ − 1} uniformément et sortir le sous-mot Xi,j delongueur k commençant à la position j de T (a) composé des k lettressuivantes sur la droite.�n�n

∀u ∈ Σk, ûstat[u] =
1

N

∑
χXi,j=u;si distgeom

(
ûstat, HKT

)
> ε alors retourner Faux ; sinon retourner Vrai ;L'objectif est d'échantillonner le mot-source w (tirer des sous-mots de w) a�n d'appro-cher ustat(T (w)). Cet objectif nécessite quelques précautions. Si le transducteur T neconserve pas la longueur des sous-mots (voir Exemple 4.6 (page 122)), le tirage uniformesur w � produit � un tirage non-uniforme sur T (w) et donc ne permet pas d'approcherles statistiques ustat(T (w)).Pour résoudre ce biais, lors du tirage d'une position i sur w, l'échantillonnage vaprendre en compte la longueur de l'image de w[i] par T (Exemple 4.6).
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Lemme 4.5Fixons ∆ = (KS, T ,KT ), un cadre d'échange, d'alphabet d'entrée Σ, d'alphabet de sortie
Σ′, et dont le transducteur a une distorsion dans [α, β]. Pour 0 < ε < 1 �xé, supposons
N0 = Ω(β ln(1/ε) ln(|Σ′|)/(αε3)).Pour tout mot-source w tel que |w| = n ≥ N ≥ N0, Testeur1(w, d1

ε
e, N) est un ε-testeurqui décide si w est ε-source-consistant par rapport à ∆. ?Démonstration : Si w est consistant, le testeur accepte avec grande probabilité.Concentrons-nous donc sur la seconde condition de la dé�nition d'ε-testeur. Soit

|w| = n et Xi,j une sortie (i.e. un sous-mot de longueur k) tirée pour les choix i, jet b. Pour u ∈ |Σ′|k on dé�nit
ûstatT (w, k, N)[u] =

N∑

i=1

# {Xi,j = u}
NTout couple (i, j) est choisi avec probabilité 1

nβ
, chaque Xi,j est alors obtenu avecla même probabilité ce qui assure que l'espérance de ûstatT est ustat(T (w)). Nouspouvons alors appliquer la borne de Cherno� pour chaque coordonnée u :

Pr(|ûstatT (w, k, N)[u]− ustat(T (w))[u]| > ε) ≤ 2 exp(−2ε2N)On applique ensuite une � union bound � à l'ensemble des coordonnées et on rem-place N par sa borne inférieure :
Pr(|ûstatT (w, k, N)− ustat(T (w))| > ε) ≤ |Σ′|k. exp(−2ε2N0) ≤ 1/6Si on répète Θ(N0.β ln(1/δ)/α) fois la boucle externe, on obtient N échantillonsavec une erreur bornée par δ, i.e. arbitrairement petite (à la place de 1/6). Il reste àappliquer un testeur d'appartenance de ûstatT (w, k, N) à HT . Nous acceptons alorslorsque la distance est inférieure à 2.ε, et rejetons si ce n'est pas le cas. On conclutque Testeur1(w, k, N) est un 2.ε-testeur. �
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Exemple 4.6Soit T le transducteur à un état avec T (0) = ab, T (1) = a, T (2) = ccc et considéronsl'entrée w = 0021111.Lorsque l'on tire aléatoirement dans w une position correspondant à une lettre 1, celacorrespond à un seul sous-mot (commençant par a) dans l'image. Lorsqu'il s'agit d'un 0(respectivement 2), on engendre deux (resp. trois) nouvelles positions dans le mot-cible.On va donc tirer aléatoirement un décalage uniformément dans {0, 1} (resp. {0, 1, 2}). Ilfaut alors considérer les tirages de 2 deux fois moins souvent que les tirages de 1, et troisfois moins souvent que les tirages de 3 pour simuler l'uniformité des tirages dans le motcible w′ = ababcccaaaa.Cette manière d'approcher les statistiques de w′ converge vers la statistique
aa : 4/7.1/6.3/4 = 1/14

ab : 2/7.1/3.1/2 = 1/21

bc : 1/7.1/3.1/2 = 1/42

ca : 1/7.1/3.1/2 = 1/42

cc : 1/7.1/2.2/3 = 1/21

≈ (0.34, 0.23, 0, 0, 0, 0.1, 0.1, 0, 0.2) .

Les statistiques d'ordre 2 de w′ sont en fait (0.33, 0.22, 0, 0, 0, 0.1, 0.1, 0, 0.22). n
Une nouvelle fois, les e�ets de bords empêchant l'exactitude du calcul se réduisentproportionnellement à n, la taille du mot-source w. Remarquons aussi que cette inexac-titude rentre tout à fait dans l'esprit de l'approche : on cherche à estimer les statistiquesproduites en évitant justement la construction et le calcul exact et explicite.
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Pour un String-Transducteur déterministe et linéaire.Soit T un String-Transducteur déterministe et linéaire à m états. Pour généraliser letesteur précédent, on va échantillonner des sous-mots u de w qui conduisent à des sous-mots de T (w). Gardons en tête qu'à priori, on ne sait pas dans quel état se trouvera Tlorsqu'il traduira u. On considérera tous les états possibles Su ⊆ Q en assurant cependantque les états considérés Su1 , ...SuN
sont compatibles, i.e. ils peuvent être parcourus enrestant dans un ensemble π de composantes de T̂ . Nous énumérons donc tous les π de cegraphe acyclique T̂ . A chaque fois, nous appliquons un testeur, qui teste si w est proched'un mot ŵ, tel qu'une exécution de ŵ commençant dans un état de π ne parcourt queles composantes connexes de π.Algorithme 8 : Testeur2(w, k, N, π) : ε-Source-Consistance pour un CheminDonnées : Un mot w, un transducteur T linéaire déterministe,le schéma-source KS donné sous la forme de sa représentation statistique HKSRésultat : La décision de l'ε-Source-Consistance de wGénérer u1...uN des sous-mots de longueur k de w.Estimer ̂ustat(w);si ̂ustat(w) est ε-loin de Hπ alors Rejeter;sinonassocier un ensemble d'états Sui

pour chaque ui pour lesquels ui est
π-compatible.Appliquer le Testeur1(w, k, N) pour chaque état Sui

possible, puisque T (ui) estbien dé�ni.Accepter s'il y a un choix d'états tels que Testeur1(w, k, N) accepte, rejetersinon.�nUn ensemble π de composantes connexes est admissible pour A s'il existe un mot xet un état q dans une des composantes connexes de π tels que l'exécution de x depuis qrencontre exactement les composantes connexes de π. Un tel mot x est dit π-compatiblepour q. 123



Dé�nition 4.7Soit T un String-Transducteur , π un chemin dans le graphe de ses composantes fortementconnexes T̂ , et KT un schéma-cible. Un mot w est ε-source-consistant le long de π, s'ilexiste un mot w′ (ε-proche de w) qui est π-compatible depuis l'état initial q0 et tel que
T (w′) est ε-proche de KT . ✓On remarque alors qu'un mot w est ε-source-consistant si et seulement si il existe unchemin π tel que w soit ε-source-consistant le long de π.Lemme 4.8Fixons ∆ = (KS, T ,KT ), un cadre d'échange, d'alphabet d'entrée Σ, d'alphabet de sortie
Σ′, et dont le String-Transducteur T a une distorsion dans [α, β]. Pour 0 < ε < 1 �xé,supposons N0 = Ω(β ln(1/ε) ln(|Σ′|)/(αε3)), et �xons π un chemin de T̂ , le graphe descomposantes fortement connexes de T .Pour tout mot-source w tel que |w| = n ≥ N ≥ N0, Testeur2(w, d1

ε
e, N, π) est un ε-testeurqui décide si un mot w est ε-source-consistant le long de π. ?Démonstration : La correction de cet algorithme se déduit de la correction de l'algo-rithme pour un état. Un mot consistant peut être décomposé le long de π et fournitainsi les ui et des états pour lesquels l'algorithme renvoie vrai. Si ce n'est pas lecas, c'est le témoin que quelle que soit la manière de traduire l'instance-source, onrestera toujours loin (du point de vue statistique) des statistiques du schéma-cible,preuve que T (w) est loin de KT pour la distance d'édition avec déplacements. �
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Il reste �nalement à décider si un tel π existe :Algorithme 9 : Testeur3(w, k, N) : ε-Source-Consistance sur les MotsGénérer tous les π et appliquer Testeur2(w, k, N, π).si il existe un π tel que Testeur2(w, k, N, π) accepte alors Accepter sinon RejeterThéorème 4.9Fixons ∆ = (KS, T ,KT ), un cadre d'échange, d'alphabet d'entrée Σ, d'alphabet de sortie
Σ′, et dont le String-Transducteur T a une distorsion dans [α, β]. Pour 0 < ε < 1 �xé,supposons N0 ≥ β ln(1/ε) ln(|Σ′|)/(αε3). Pour tout mot-source w tel que |w| = n ≥ N ≥
N0, Testeur3(w, k, N) est un ε-testeur qui décide si un mot w est ε-source-consistant. FDémonstration : La correction est à nouveau déduite de celle de l'algorithme précédent.Un mot consistant suit un certain π pour produire une instance du schéma-cible etl'algorithme acceptera pour ce π particulier. Réciproquement, si un mot est loind'être consistant, n'importe quel π donnera une image loin du schéma-cible. Lesstatistiques de l'image seront donc, pour chaque π, loin de HKT

et, par le lemmeprécédent, l'algorithme renvoie Faux. �
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Interprétation : Soit ustat(w) le vecteur statistique de dimension |Σ|k, associé à w.Nous avons deux opérations à e�ectuer pour montrer que w est ε-consistant :
• trouver w′ proche de w et lisible par T .
• trouver une image de T (w′) proche de KT .
Soit HT l'union de polytopes (cible) associée à KT . Considérons l'automate associéà T où tous les états sont acceptants et où l'on ignore les sorties. Soit GT l'union depolytopes associée au langage accepté par cet automate. Chaque polytope correspond àun π. Chaque polytope de GT qui est ε-proche de ustat(w) indique un possible w′ donnépar son vecteur statistique ustat(w′)[u] le long du π �xé.Dé�nissons ustat(T (w′)) relativement à π comme l'ensemble de vecteurs statistiques

ustat[v] de dimension |Σ′|k qui sont des images possibles de w′ par T . Cet ensemble estdé�ni comme l'enveloppe convexe C des vecteurs limites ustat[v] tels qu'il existe des états
s1.....sp dans π tels que pour un i T (si, ui) = vj, et ustat[vj ] = ustat(w′)[ui] si |vj| = k.Si |vj | > k, alors le poids de ustat(w′)[ui] est uniformément distribué sur tous les sous-mots v de longueur k de vj . L'ensemble des i pour lesquels il n'y a pas de tels si doit êtrede densité inférieure à ε.

Le testeur est donc le suivant : si C est ε-proche de HT , alors Accepter, sinon Rejeter.
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4.1.3 GénéralisationsTransducteurs d'Arbres à Un ÉtatPour les arbres, c'est la matrice statistique de T (I) qui doit être approchée pourêtre confrontée à la représentation géométrique de la DTD-cible. L'algorithme renvoie deschemins de longueurs k− 1 de l'encodage fcns. Ces chemins doivent être générés de façonuniforme (pour la sortie). La méthode est alors adaptée en permettant une expansionlocale au noeud choisi (par au plus k transitions successives) qui détermine la probabilitéde devoir tirer un chemin depuis l'image de ce noeud. L'algorithme 10 présente le testde la consistance pour un transducteur à un état. Implicitement, les chemins sont deschemins dans l'encodage fcns étendu de l'arbre.La probabilité d'échec d'un tirage particulier de cet algorithme est augmentée, parrapport aux mots, par deux facteurs : l'augmentation du facteur multiplicatif (β) à consi-dérer et l'augmentation de la probabilité d'échec (lors d'un appel récursif). Dans le cas desmots, les lettres de la source qui ne produisent pas nécessairement de statistiques d'ordre
k dans l'image, sont nécessairement parmi les k dernières lettres. C'est la véritable di�é-rence avec le cas des arbres où typiquement un nombre quelconque de sous-arbres36 peutn'engendrer aucune statistique d'ordre k.Malgré tout, ces deux facteurs peuvent être majorés indépendamment de l'entrée :� β ne dépend que de T� pour tout arbre et tout k, la proportion de noeuds qui ne sont racines d'aucunestatistique d'ordre k est inférieure à k−1

k
.Comme précédemment, le vecteur ûstat �moyenne des chemins renvoyés par l'algorithme� possède une espérance égale à ustat(T (I)) et peut alors être confronté à la représen-tation géométrique de la DTD-cible. La distance (L1) entre est ûstat et HKT

re�ète alorsla distance (d'édition avec déplacement) entre T (I) et KT .
36les arbres verticaux de taille k − 1 touchant la frontière par exemple127



Algorithme 10 : Testeur′1(I, k, N) : ε-Source-Consistance à un ÉtatDonnées : Un arbre I, un XSL-Transducteur T déterministe à un état,le schéma-cible KT donné sous la forme d'une représentation statistique robuste
HKTRésultat : La décision de l'ε-Source-Consistance de I
k := 1/ε ;
α := min

a∈Σs

|T (a)| > 0 ;
β := LCM|J |≤k2

|T (J)| ; /* une borne sur le nombre de chemins engendrés depuisl'image d'une transition */tant que N sorties n'ont pas encore été produites faireChoisir un noeud i uniformément ;
a := tag[i] ; γ := |T (a)|;
Π1 : Chemins de T (a) de longueur k − 1;
Π2 : Chemins de T (a) de longueur < k − 1 se terminant par un noeud fiétiqueté par un état (sur la frontière de T (a)) ;pour chaque π ∈ Π2 de feuille fi faireappliquer localement la transduction jusqu'à pouvoir déduire le nombre cide chemins enracinés en fi et de longueur k − (1 + |π|);�nChoisir b ∈r {0, 1} avec Prob(b = 1) =

# {Π1}+
∑

i

ci

β
;si b=1 alorsdébutTirer π ∈ Π1 ∪ Π2 suivant la distribution induite par les poids : 1 pourun π ∈ Π1 et ci pour π ∈ Π2 ;si π ∈ Π1 alors Sortir le chemin π;sinon

Ii : le sous-arbre de I enraciné en fi;Sortir concat(π, Testeur1(Ii, k − (1 + |π|), 1)) où la concaténation sefait par l'arête (gauche ou droite) spéci�ée par fi�n�n�n�nsi distgeom

(
ûstat, HKT

)
> ε alorsretourner Faux ; sinon retourner Vrai ;�n
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Intégrer Di�érentes ErreursPour tolérer di�érentes d'erreurs (sur la source, la cible...), une relaxation génériqueest proposée. Le principe de la décision suivra alors l'algorithme 11, dans lequel il convientde choisir chaque εi en appliquant la fonction de robustesse37 à l'erreur correspondanteque l'on veut tolérer.Algorithme 11 : Principe du Testeur de la Source-Consistance ApprochéeDonnées : une instance I, les paramètres εS, εI , εJ et εT ∈]0, 1[un transducteur T donné sous la forme de sa représentation statistique HTle schéma-source KS donné par HKS
et le schéma-cible KT donné par HKTRésultat : La décision de la Source-Consistance approchée de IdébutEstimer ustat(I) par un vecteur λ;

H′
KS

: la relaxation de HKS
par le paramètre εS ;

H′
T
: la restriction de HT en l'entrée λ;

H′′
T
: la relaxation sur l'entrée de H′

T
par le paramètre εI ;

H′′′
T
: la relaxation de H′′

T
sur la sortie par le paramètre εJ ;

H′
KT

: la relaxation de HKT
par le paramètre εT ;

H : la conjonction de H′
KS

, H′′′
T
et H′

KT
;si H a une solution alors Accepter sinon rejeter�n

37Essentiellement ε3 → ε pour les mots et 2ε → ε pour les arbres.129



4.2 Sûreté

� C'est bien de s'échanger des données mais pourquoi ne pas produire quedu pertinent.38 �Intuitivement ce sage penseur avait envie d'un échange de données sûr, c'est-à-direque quelle que soit la manière dont je traduise mon entrée, j'arriverais toujours dans lebon format (l'espéranto que tu comprends). On dira d'une instance-source qu'elle est sûrelorsque n'importe quelle transduction arrive dans le schéma-cible. Formellement, I uneinstance-source de KS est sûre si pour tout (I, J) ∈ T , J ∈ KT .Pour un transducteur déterministe, la sûreté et la consistance sont deux notions équi-valentes. Sachant comment décider de la source-consistance en temps linéaire (propriété4.1 (page 115)), on sait aussi décider de la sûreté de celle-ci en temps linéaire. Si letransducteur est non déterministe et/ou que l'on veut véri�er la sûreté d'une classe, laconsistance et la sûreté sont deux notions à priori di�érentes : une instance (ou une classe)peut ainsi être consistante sans être sûre (voir l'Exemple 4.11 (page 133)).
38philosophe austère contemporain 130



4.2.1 Décision ExactePour les langages de motsL'approche directe regroupe le coût de la transduction et le coût de l'inclusion. Ladécision de la sûreté d'un langage-source est alors un problème PSPACE-complet. En pen-sant au transducteur identité, on retrouve le problème d'inclusion pour des automates nondéterministes déjà PSPACE-dur. La transduction se fait en temps polynomial, et fournitun automate de taille polynomiale (potentiellement non déterministe). Nous avons déjàprécisé cette complexité du problème de l'inclusion avec l'automate-cible.D'une façon générale, on peut importer les autres cas de l'inclusion décrits précédem-ment (page 19) dès que l'on sait exprimer la cible et l'image de la source dans un des casparticuliers proposés.Cas des arbresDe la même manière, pour un arbre-source t (respectivement un langage KS), on peutcalculer T (t) (resp. T (KS)) pour T un XSL-Transducteur déterministe (resp. détermi-niste linéaire) par le fait 3.24 (page 104) puis tester l'inclusion avec la table 1.2 (page24).
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4.2.1.1 Le langage des mots sûrsA partir du schéma de sortie et du String-Transducteur , l'algorithme suivant construitun automate capturant le langage sûr maximal.Algorithme 12 : Calcul d'une représentation du Langage Sûr MaximalDonnées : Un automate-cible AT et un transducteur TRésultat : Un automate pour le langage sûr maximalSoit AT = (Σ′, Q, s0, δ, F ) un automate déterministe reconnaissant KT ;1
A′ := (Σ, Q, s0, δ

′, Q− F ) avec δ′(si, e, sj) si et seulement s'il existe un mot u de2
T (e) tel que δ∗(si, u, sj) ;retourner Asafe

AT ,T : le complément de A′3 Cette méthode coûte au pire deux exponentielles : une pour complémenter la source(une pour la cible), qui sera ensuite re-déterminisée pour pouvoir être soustraite auschéma-cible. Cette complexité est en fait aussi une borne inférieure puisque décider del'existence d'un mot sûr est 2-EXPTIME-Complet.Fait 4.10
Asafe
AT ,T reconnaît exactement l'ensemble des mots sûrs.Démonstration : Un mot w est reconnu par Asafe

AT ,T si et seulement si ce mot est sûri.e. T (w) ⊆ KT . En e�et :
• Si A′ accepte un mot (sur Σ) e1...en, alors il existe n mots w1, ..., wn sur Σ′tels que ∀ 1 ≤ i ≤ n, wi ∈ T (ei) et w1...wn est rejeté par AT .
• S'il existe n mots w1...wn tels que ∀ 1 ≤ i ≤ n, wi ∈ T (ei) et w1...wn estrejeté par AT alors e1...en est accepté par A′.
• Des deux points précédents, on déduit : A′ accepte un mot e1...en si et seule-ment si il existe un mot dans expA′{e1, ..., en} qui est rejeté par A′.
• Comme Asafe

AT ,T est le complément de A′, on a : un mot e1...en est accepté par
Asafe
AT ,T si et seulement si tout mot w1...wn tel que ∀ 1 ≤ i ≤ n, wi ∈ T (ei)est accepté par AT .
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2Fig. 4.8 � L'automate des mots sûrsExemple 4.11 (Exemple 4.2 suite)Reprenons le transducteur de la �gure 4.2 et le schéma-cible KT reconnu par l'automatede la �gure 4.3 (page 116).Le A′ produit est donné par la �gure 4.7 : il peut également se voir comme l'inter-section de T −1 (AT

c) et de l'automate-source AS, AT
c dénotant le complémentaire de AT .Le mot w = 22222 est dans le langage reconnu par A′ puisqu'il est accepté par lechemin q0

2−→ q1
2−→ q2

2−→ q3
2−→ q5

2−→ q7. Ce mot n'est donc pas reconnu par l'automate desmots sûrs, donné par la Figure 4.8 et construit comme le complémentaire de A′. Le mot
w n'est donc pas sûr.Nous avons en e�et déjà vu dans cet exemple 4.2 (page 115), que T (w) = {34555, 34645}et on véri�e bien que l'un de ces mots (34645) n'est e�ectivement pas dans le langage-cible.Le mot w = 22222 est donc un exemple d'une entrée consistante mais pas sûre. n
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4.2.1.2 Le langage des arbres sûrsIntuitivement, le pré-calcul précédent des mots sûrs se fonde sur :
• la possibilité de complémenter les automates.
• la conservation de la régularité par transduction inverse.
• la clôture par intersection.Ces arguments sont transposables tels quels dans le cadre des langages réguliersd'arbres puisque ces trois propriétés ont déjà été énoncées dans les parties d'introduc-tion aux langages et aux transducteurs d'arbres. Les arbres sûrs forment donc un langagerégulier d'arbres, puisque c'est toujours le langage-source privé de l'image réciproque ducomplément du langage-cible.D'un point de vue de la complexité, cette approche sans contrainte (sur le transducteurou sur les langages) peut être non élémentaire en la taille des schémas ; il est donc raison-nable d'imposer des restrictions sur ces objets pour rendre cette méthode � tractable �.La première restriction doit être une classe de langage d'arbres dont la complémentationest tractable et une classe de transducteurs dont le calcul de l'image inverse est tractable.
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4.2.2 Sûreté ApprochéeLa situation peut être déclinée de la même façon que pour la consistance approchée :Corriger la SourceSi on souhaite que chaque instance-source soit ε-proche d'un mot sûr, on utilise letesteur d'ε inclusion entre KS et Asafe
AT ,T .Corriger la CibleSi on veut que chaque mot instance soit traduit de façon ε-proche du schéma-cible, letesteur d'ε inclusion est alors T (KS) ⊆ε KT .Corriger Source et CibleSi on souhaite �nalement que chaque instance-source soit ε-proche d'une instance,dont chaque transduction est proche du schéma-cible, on procède comme suit :

• On calcule HS la représentation statistique du schéma d'entrée à partir de sonautomate.
• Pour chaque sommet s ayant permis la dé�nition de HS (i.e. chaque boucle del'automate AS) on regarde l'ensemble des boucles de T compatibles avec s. Intui-tivement, cette étape est une projection de la représentation statistique (d'entrée)du XSL-Transducteur :� le sous-espace d'entrée est restreint aux valeurs des statistiques d'entrée d'unensemble de boucles compatibles de AS� les décompositions admises (pour cet ensemble de boucles compatibles) sont res-treintes aux combinaisons de boucles de T produisant cette statistique d'entrée.
• Cette procédure produit une représentation statistique (restreinte) dont la projec-tion P dans l'espace statistique de sortie est encore représentée comme un systèmed'inéquations linéaires.
• On teste �nalement qu'un vecteur satisfaisant P est toujours bien ε′-proches de
HKT

, on accepte si c'est le cas et on rejette sinon.
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Chapitre 5Applications

Une boite à outils a été conçue pour implémenter � l'échange de données �. Elle permetla transformation et la visualisation de structures formelles et est accessible à l'adressehttp://info-atome.com. Elle a permis la réalisation en ligne de l'ensemble des exemplesproposés dans ce chapitre.Sur les langages de mots, elle intègre la transformation par un transducteur, potentiel-lement non déterministe et/ou pondéré, ainsi que les opérations classiques sur le langageobtenu (comparaison à un langage-cible, recherche de la transformation la moins coûteuse,minimisation...). On peut donc l'utiliser pour tester la consistance, la sûreté, et construireautomatiquement les automates décrits dans le chapitre 4.Sur les arbres, l'outil permet la transformation par des processeurs XSLT 1.0 et 2.0 etla confrontation à une DTD en utilisant Xsltproc, Xalan et Xmllint, tous complètementparamétrables depuis l'interface. On peut ainsi modéliser la consistance et la sûreté dansle cas des arbres. On peut aussi modéliser des transformations particulières de schémas.Les schéma-cibles utilisés pour ces exemples sont des restrictions simples de SVG ou deKML.
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Ce choix est essentiellement motivé par le fait que ces formats sont :
• Structurés : ce sont des cas particuliers d'arbres (des �chiers XML particuliers).
• Normés : le W3C et les divers travaux de normalisation tendent à faire apparaîtredes standards adaptés et concourent à leur inter-opérabilité.
• � Scalable � : On peut les visualiser à toutes les échelles.Sommaire5.1 Distances . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1415.1.1 Calcul Exact . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1415.1.2 Calcul Approché . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1455.2 Visualisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1465.2.1 XML −→ SV G . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1485.2.2 Application à OLAP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1515.2.3 XML −→ KML . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152Un format de graphe étant déjà intégré pour l'a�chage des automates, l'outil pro-pose aussi la visualisation de graphes (décrits dans le langage dot) sous une vingtaine deformats. La dé�nition d'un modèle de transduction de graphes serait alors l'étape sui-vante d'une généralisation passionnante de l'échange de données ; elle dépasse cependantle cadre de cette thèse.
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Organisation :Sur les Mots, l'application intègre le cadre des transducteurs potentiellement nondéterministes et/ou pondérés. En donnant les schémas et le transducteur, le langage (éven-tuellement pondéré) des mots consistants, celui des mots sûrs, ou des mots non-sûrs peutêtre calculé et visualisé dans une vingtaine de formats. Cet outil permet aussi de calcu-ler certaines distances entre langages. Le calcul de consistance généralisé avec des poids,peut en e�et simuler, pour un transducteur adapté, le calcul de la distance entre lan-gages. On peut par exemple calculer la distance de Hamming, la distance d'édition, ainsique leurs versions généralisées et/ou asymptotiques. On verra également comment rendree�caces des calculs de distance dès lors qu'un testeur de proximité est à notre disposition.Sur les Arbres, des transformations particulières de schémas d'arbres nous per-mettrons de mettre en valeur l'intérêt pratique des transductions.
XML −→ SV G : On crée des représentations graphiques (histogrammes, � camem-berts � ...) à partir de données unidimensionnelles bruitées. On pro�te alors desavantages du langage-cible particulièrement bien adapté à la géométrie et aux as-pects visuels (polytopes classiques, couleurs continues ...). Ces transformations sontensuite utilisées pour visualiser39 automatiquement les réponses numériques d'unerequête OLAP [Chaudhuri et Dayal, 1997].
XML −→ KML : Un �chier de logs est transformé en carte (représentant les connec-tions). Le tra�c d'un site peut alors être visualisé à l'échelle planétaire, ou à uneéchelle locale, sur la même carte.

39avec la possibilité de � zoomer autant qu'on veut �139



Fig. 5.1 � L'interface pour l'échange de données sur les langages de mots : http ://info-atome.com/

Fig. 5.2 � L'interface pour l'échange de données sur les arbres
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5.1 Distances5.1.1 Calcul ExactNous nous sommes déjà intéressés aux distances entre instances, langages et transduc-teurs ; cette section montre que l'on peut aussi calculer certaines distances entre instanceset entre langages avec une transduction adaptée. En autorisant les pondérations (coûts)sur les arêtes du transducteur, on peut représenter les opérations élémentaires de certainesdistances, par exemple la distance de Hamming. En autorisant les transitions d'entrée oude sortie vides, on modélise facilement l'insertion, la suppression, et donc la distance d'édi-tion (sans déplacements).Pour la distance de hamming : THam. Pour la distance d'édition : TEd.

Les arêtes �nes sont celles de coût 0 et les épaisses celles de coût 1.Fig. 5.3 � Les Transducteurs de Distances pour Σ = {0, 1}Les transducteurs à considérer pour Σ = {0, 1}, sont illustrés par la Figure 5.3. Dansle cas général d'un alphabet �ni Σ :
• Pour la distance de Hamming : THam = (Σ, Σ, {0} , {0} , {0} , δham) avec pour tout

a, b ∈ Σ, δ(a, b) est pondérée par 0 si a = b et 1 sinon. On a donc Σ2 arêtes, unearête par couple de lettres, pondérée par 0 si l'entrée est égale à la sortie et 1 sinon.
• Pour la distance d'édition : on ajoute, au transducteur pondéré précédent, unearête d'insertion (Λ, a) et une arête de suppression (a, Λ) pour chaque lettre a de

Σ, chacune pondérée par 1. 141



Pour calculer la distance de Hamming entre deux langages KS et KT , reconnus res-pectivement par les automates AS et AT :1. On compose AS avec THam, le transducteur pondéré de la distance de Hamming(Figure 5.3). Le résultat est un automate pondéré A′.2. On calcule ensuite l'intersection de A′ et de AT . A′ étant pondéré alors que AT nel'est pas, cette intersection s'e�ectue en conservant les pondérations issues de A′ etproduit un automate pondéré A′′ = AS ⊗Ham AT .3. la distance de Hamming entre KS et KT est le poids (la somme des poids de sesarêtes) minimal d'un chemin acceptant de A′′.
Si on cherche la � distance asymptotique � entre les deux langages, i.e. la distancerestreinte à des longueurs arbitrairement grandes, il su�t de connaître la boucle simple de

A′′ = AS⊗distAT accessible et co-accessible de poids minimal. Changer le coût des opéra-tions élémentaires revient seulement à changer les pondérations du transducteur. On peutaussi facilement généraliser la modélisation pour des coûts non-uniformes, non-unitaires,ou dépendants de l'état du transducteur, en adaptant ce dernier.Exemple 5.1Distance entre langages : La �gure 5.4 (page 143) illustre la construction de l'automatepondéré A′′ = AS ⊗Ham AT .L'état initial est le gros sommet noir (en haut à gauche) ; l'état �nal est le gros sommetcerclé noir (en bas à droite). Le type d'arête représente l'étiquette et sa largeur corres-pond à son poids. Les arêtes pleines sont celles étiquetées par 0, et les discontinues cellesétiquetées par 1. Les arêtes �nes sont celles de coût 0 et les épaisses celles de coût 1.
• La distance de Hamming entre KS et KT est lue comme la somme du poids desarêtes à extrémités triangulaires (le chemin le moins coûteux) : c'est 2.
• La distance de Hamming asymptotique est lue sur la boucle de gauche (celle de� poids/longueur � minimal) : 1/6. n142



AS

AT

A′′ = AS ⊗Ham AT

Fig. 5.4 � Distances de Hamming entre Automates
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Le point négatif est que la taille de l'automate pondéré obtenu peut être exponentielle-ment plus grande que la taille de l'automate-source. On relativise ce problème en évitantla construction explicite de A′′, puisque le plus court chemin su�t. On explore alors lesstratégies de transduction, en suivant le coût le plus faible d'abord. On s'arrête dès qu'unchemin acceptant (respectivement une boucle) est construit. En bornant le coût maximalautorisé lors de la transduction, la complexité devient exponentielle en la distance calcu-lée, mais polynomiale en la taille des automates.D'une façon générale, on peut obtenir la distance par un calcul de plus courts che-mins, et la distance asymptotique par la recherche de la boucle simple dont le rapportpoids/longueur est minimal. Cette étape est polynomiale en temps ; la complexité résultebien de la taille de A′′. Pour limiter l'impact de cette explosion combinatoire, on pourraborner le coût de transduction maximal autorisé et/ou calculer les plus courts chemins(ou boucle dans le cas asymptotique) � on the �y � sur une construction partielle de cetautomate pondéré.Ceci vaut pour toute distance représentable par un transducteur et on pourra entreautre traiter la distance de Hamming, la distance d'édition, mais aussi leurs versionsgénéralisées et/ou asymptotiques.
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5.1.2 Calcul ApprochéLes calculs précédents se heurtent rapidement au problème de l'explosion combina-toire et ne sont applicables en pratique que sur de petites instances. Calculer la distanced'édition avec déplacements est par exemple un problème NP-di�cile. Un intérêt de la re-présentation statistique proposée est qu'elle permet également d'approximer e�cacementcette distance. En e�et, cette distance peut être approximée par dichotomie dans laquelleune étape consiste à approximer les statistiques (en temps constant qui ne dépend que de
ε′) et à décider de quel côté continuer la recherche en calculant la valeur de la norme L1entre ces statistiques.Algorithme 13 : Approximation de Distances : Dapp(I, I ′, ε, f)Données : Deux instances I et I ′, ε > 0, f :]0, 1[→]0, 1[Résultat : L'approximation de dist(I, I ′)début

Res := 1/2 ; ε′ := 1/2 ;tant que ε′ > ε faire
x := ustat1/ε′(I) ; x′ := ustat1/ε′(I

′);si |x−x′| < f(ε′) alors ε′ := ε′/2 ; x := x−ε′ ; sinon ε′ := ε′/2 ; x := x+ ε′;�nretourner x�n
Proposition 5.2Sur les mots et les arbres, il existe f tel que Pr (|dist(I, I ′)−Dapp(I, I ′, ε, f)| > ε) < 2/3

? Un testeur de proximité pour une distance particulière (ici la distance d'édition avecdéplacements) fournit alors indirectement une méthode d'approximation e�cace de cettedistance en obtenant un algorithme de complexité constante, i.e. ne dépendant que duseuil d'approximation souhaité et non de la taille des instances considérées.145



5.2 Visualisation
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Fig. 5.5 � Les trois grandes étapes de la visualisation
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Comme proposé dans [Card et al., 1999], la visualisation peut se décomposer en troisgrandes étapes représentées par la �gure 5.5 (page 146). Nous allons maintenant don-ner deux exemples de telles transformations. Les transformations considérées produisentdes documents structurés ; nous utiliserons ainsi des formats vectoriels comme SVG ouKML pour représenter les représentations graphiques de sortie. Pour modéliser ces trans-formations, les XSL-Transducteurs ne su�sent pas à visualiser des valeurs (PCDATA)dans des domaines potentiellement in�nis (entiers, chaînes de caractères ...). Les XSLA-Transducteurs sont des généralisations qui permettent cette manipulation de valeurs.XSLA-TransducteurSoit Σ un alphabet �ni, AS et AT deux ensembles �nis de noms d'attributs. On notera
HΣ,AS ,AT

[Q] les haies de HΣT
[Q] dont les noeuds internes40 peuvent admettre un ensembled'égalités du type a← b avec a ∈ AT et b ∈ AS (dé�nissant une fonction partielle41 de ATdans AS).Dé�nition 5.3Un XSLA-Transducteur d'arbres entre (ΣS, AS) arbres et (ΣT , AT ) arbres est donné par

(Q, q0, δ) où : δ est un ensemble de règles de la forme (ΣS , Q)→ H(ΣT ,AS ,AT )[Q]. ✓Soit Var un ensemble (in�ni dénombrable) de valeurs nulles. La sémantique des égalitésest la suivante : un noeud e{a←b} (en partie droite de règle) produit un noeud étiqueté
e ∈ ΣT et possédant comme attribut a :� soit la valeur de l'attribut b du noeud courant.� soit v ∈ Var lorsque le noeud courant ne possède pas de valeur pour l'attribut b.Exemple 5.4 (Transduction de mots avec attributs)Soit ΣS = {0, 1}, AS = {N, M}, S = {a, c}, ΣT = {b, c, d}, AT = {P}, et le XSLA-Transducteur (Q, q, δ) dé�ni par : Q = {q} et δ =

{
(0, q)→ c{P←N}.d.[q] ; (1, q)→ b.d.[q]

}.L'image d'un mot 1.0[N=a].1[N=c,M=c].0[M=c].1.0[N=a] �étiqueté sur {0, 1} avec des attri-buts N, M� est un mot étiqueté sur {a, b, c} avec attribut P dont les valeurs d'attributssont dans S ∪ Var, i.e. b.d.c[P=a].d.b.d.c[P=V1].b.d.c.d n40ceux étiquetés dans ΣT41i.e. a détermine b au sens où au plus un b peut être mis en relation avec un a donné.147



5.2.1 XML −→ SV GCe premier exemple, construit depuis une base de données, produit une représentationSVG des entrées sous forme de pourcentages. Prenons le �chier XML suivant, répertoriantles PIB de quelques pays, fourni par exemple par la transformation d'une table relation-nelle simple :<?xml version="1.0" encoding="UTF-8"?><components xmlns:xsi="http://www.w3c.org/2001/XMLSchema-instance"><component name="France">2059900000000</component><component name="Espagne">1039600000000</component><component name="Italie" capital="Rome">1724400000000</component><component name="Suisse">358610000000</component><component name="Allemagne">2751000000000</component><component name="Luxembourg">33593000000</component><component name="Belgique">357700000000</component><error/></components>Ce �chier est proche de la DTD-Source :<!ELEMENT components (#PCDATA | component)*><!ELEMENT component (#PCDATA)><!ATTLIST component name CDATA #IMPLIED>En e�et, il su�t de retirer le noeud <error> et l'attribut � capital � de l'Italie poursatisfaire cette DTD.
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Nous allons construire le � camembert � des pourcentages correspondants sous laforme d'une image vectorielle SVG42. Nous choisissons une restriction de SVG commeDTD-cible :<!ELEMENT text (#PCDATA)><!ATTLIST text transform CDATA #IMPLIED><!ATTLIST text style CDATA #IMPLIED><!ATTLIST text x CDATA #IMPLIED><!ATTLIST text y CDATA #IMPLIED><!ELEMENT path (#PCDATA)><!ATTLIST path transform CDATA #IMPLIED><!ATTLIST path style CDATA #IMPLIED><!ATTLIST path d CDATA #IMPLIED><!ELEMENT svg (#PCDATA | path | text)*><!ATTLIST svg viewBox CDATA #IMPLIED><!ATTLIST svg height CDATA #IMPLIED><!ATTLIST svg width CDATA #IMPLIED>

42initiales de � Scalable Vector Graphics � : http://fr.wikipedia.org/wiki/SVG149



Le transducteur peut être précédé de deux pré-calculs facultatifs :
• la correction du �chier-source par rapport à la DTD-source.
• l'émondage des plus petites valeurs43.
• le tri par valeurs décroissantes44.L'application du transducteur sur l'entrée corrigée génère le �chier svg correspondant45et la �gure suivante :

Avec le pré-traitement émondant et le tri, on obtient la �gure suivante46 :

L'émondage et le tri peuvent être vus comme des cas particuliers de � Visual Map-ping �, alors que la production réelle du camembert est la � View Transformation �.
43les valeurs de moins de 5% de la somme des valeurs sont négligées : http://info-atome.com/xsl/bdRemoveSmall.xsl44http://info-atome.com/xsl/bdTri.xsl45http://info-atome.com/svg/pie1.svg46http://info-atome.com/svg/pie2.svg 150



5.2.2 Application à OLAPRequête OLAP Mondrian−−−−−−→ Cube (XML) XSLT−−−→ Rendu (SVG)Mondrian47 est un outil développé en java qui permet, à partir d'une requête OLAP, deconstruire le cube-résultat sous la forme d'un �chier XML. En adaptant le transducteurprécédent pour l'a�chage d'un résultat sur une dimension, on obtient un histogramme(SVG) des données du type de ceux de la �gure 5.6. Les valeurs exactes restent égalementaccessibles d'un simple clic.

Fig. 5.6 � Visualisation : une dimension

47http://sourceforge.net/projects/mondrian 151



5.2.3 XML −→ KMLDans cet exemple, la source est constituée d'un �chier de logs d'une web-radio dontquelques lignes sont données ci-dessous.<05/05/08@11:24:21> [dest: 91.50.204.92] starting stream (UID: 602)<05/05/08@11:24:21> [dest: 217.116.248.9] starting stream (UID: 603)<05/05/08@11:24:21> [dest: 84.186.219.192] starting stream (UID: 604)<05/05/08@11:24:21> [dest: 91.50.204.92] starting stream (UID: 605)<05/05/08@11:24:39> [dest: 77.0.244.210] connection closed (283 seconds) (UID: 601)<05/05/08@11:26:29> [yp_tch] yp.shoutcast.com touched!<05/05/08@11:28:21> [dest: 91.50.204.92] connection closed (240 seconds) (UID: 605)<05/05/08@11:28:22> [dest: 217.116.248.9] connection closed (242 seconds) (UID: 603)<05/05/08@11:28:24> [dest: 84.186.219.192] connection closed (244 seconds) (UID: 604)<05/05/08@11:29:42> [dest: 77.0.244.210] connection closed (2000 seconds) (UID: 401)...Mise en forme ArborescenteCe �chier est d'abord parsé pour être structuré sous une forme xml. On ne retiendraque les évènements du type de la dernière ligne qui nous fournit des temps de connexionà la radio.<?xml version="1.0" encoding="UTF-8"?><ips>....<ecoute ip="77.0.244.210" quand="05/05/08@11:24:39" duree="283"/><ecoute ip="91.50.204.92" quand="05/05/08@11:28:21" duree="240"/>....<ecoute ip="91.50.204.92" quand="05/05/08@11:29:42" duree="2000"/>...</ips>
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Pour a�cher ces visiteurs sur une carte du monde, on les regroupe par ip et on cumuleles temps d'écoute. On en pro�te pour ajouter des informations et localiser l'évènementsur la planète, par exemple à l'aide de � GeoLite Country �48 ; on déduit de l'ip, la latitudeet la longitude associées. On obtient alors un �chier xml de la forme :<ip>...<ecoute ip="77.0.244.210" quand="05/05/08@11:24:39" duree="283"pays="Sweden" latitude="55.7" longitude="13.1833" occ="1"/><ecoute ip="91.50.204.92" quand="05/05/08@11:29:42" duree="2240"pays="Sweden" latitude="55.7" longitude="13.1833" occ="2"/>...</ip>Association VisuelleIntuitivement, les positions x et y sont les coordonnées associées à l'ip, et la couleur zest par exemple la durée ou le nombre d'occurrences.Transformation d'A�chagePour chaque feuille de l'arbre précédent, nous allons générer un point KML associé auxcoordonnées déjà calculées et à une icône dont la couleur est déterminée par une conditionsur les attributs (la durée par exemple). Le transducteur utilisé produit un �chier KMLvalide, qui appartient également à la DTD restreinte donnée par la �gure 5.7. Le formatpermet ainsi d'agréger plusieurs points de même localisation sans perdre la possibilitéde les distinguer (voir Figure 5.8 (page 154)) Les informations explicites d'un point sontconservées et peuvent être obtenues via l'interaction avec la carte comme le montre la�gure 5.11 (page 156).
48http://www.maxmind.com/app/geolitecountry 153



<!ELEMENT kml (Document)><!ATTLIST kml xmlns CDATA #IMPLIED><!ELEMENT Document (Style | Folder)*><!ELEMENT Style (LineStyle | PolyStyle | IconStyle)*><!ATTLIST Style id CDATA #IMPLIED><!ELEMENT Folder (name | open | visibility | description |Folder | Style | Placemark)*><!ELEMENT Icon (#PCDATA | href)*><!ELEMENT link (#PCDATA | href)*><!ELEMENT href (#PCDATA)><!ELEMENT open (#PCDATA)><!ELEMENT color (#PCDATA)><!ELEMENT Point (#PCDATA | coordinates)*><!ELEMENT description (#PCDATA | link | br)*><!ELEMENT scale (#PCDATA)><!ELEMENT br (#PCDATA)><!ELEMENT PolyStyle (#PCDATA | color)*><!ELEMENT IconStyle (#PCDATA | scale | Icon)*><!ELEMENT name (#PCDATA)><!ELEMENT coordinates (#PCDATA)><!ELEMENT Placemark (name | styleUrl | Point | description)*><!ELEMENT styleUrl (#PCDATA)><!ELEMENT visibility (#PCDATA)><!ELEMENT LineStyle (color | width)*><!ELEMENT width (#PCDATA)>Fig. 5.7 � DTD pour une restriction KML

Fig. 5.8 � Interaction KML154



Statistiques CorrespondantesLe �chier-source est essentiellement � plat � : ses statistiques sont issues de la relationde frère entre noeuds d'étiquette `ecoute' et se concentrent donc, à l'ordre k, sur le type
1k−1. Le �chier-cible est, lui, bien plus structuré, bien que sa matrice statistique restecreuse (ce phénomène s'ampli�ant même lorsque l'ordre augmente). A l'ordre 8 :� plus de 90% des statistiques squelétiques sont couvertes par seulement 11 des 1024types possibles (cf. Figure 5.9).� plus de 97% de chaque statistique squelétique se décompose sur moins de 4 séquencesd'étiquettes sur les 168 = 4 294 967 296 possibles (cf. Figure 5.10).

Fig. 5.9 � Statistiques Squelettiques du KML-cible

Fig. 5.10 � Décomposition d'une Statistique Squelettique du KML-cible155



Fig. 5.11 � Visualisation Géographique de Logs
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Chapitre 6Conclusion
Dans cette thèse, di�érents aspects de l'approximation dans l'échange de données ontété introduits. Pour ce faire, une méthode d'approximation des instances, des langageset des transducteurs a été développée. Plusieurs propriétés rendent ces statistiques parti-culièrement intéressantes puisqu'il est possible d'approcher ces objets en temps constant(pour un mot ou un arbre), ou de les calculer exactement en temps linéaire.ÉquivalenceLa propriété centrale de la représentation statistique proposée est de pouvoir lier la dis-tance entre mots (respectivement arbres) à la distance (géométrique) entre vecteurs (resp.matrices) statistiques. Cette propriété a été étendue pour les transducteurs et conduit àun algorithme qui permet de décider de l'équivalence approchée. L'idée fondamentale estde comprendre comment une erreur ε sur les transducteurs se traduit par une erreur ε′sur leurs représentations.Cette méthode permet de traiter des transducteurs non-déterministes (quand la plu-part des résultats de décidabilité portent sur les transformations déterministes).La nouveauté principale vis-à-vis des travaux existants est qu'elle introduit la notion derobustesse : l'ε-équivalence va pouvoir être testée quelque soit ε strictement positif. Cemoyen de décider la proximité de programmes peut être utilisé en véri�cation puisque l'onen déduit un moyen de déterminer si des programmes se comportent � essentiellement dela même manière �, et ainsi de savoir si un programme est une abstraction � su�sammentprécise � d'un autre programme. 157



Échange de donnéesLa consistance est une propriété régulière et décidable en temps linéaire en la taille del'instance-source. La consistance approchée est, quant à elle, résolue en temps constant :un nombre �xé d'échantillons permet de prendre la bonne décision avec grande proba-bilité. Déjà dans le cadre des mots, la complexité de la sûreté dans sa version exacte(PSPACE), contraste avec la décision e�cace de sa version approchée (PTIME), motivantainsi la pertinence de la relaxation. Cette complexité est issue du non-déterminisme destransductions considérées, et disparaît pour les transducteurs déterministes puisque lasûreté se traite alors comme la consistance.Dans le cas non déterministe, réduire la dépendance de la complexité des constructionsproposées, (vis-à-vis des schémas et du transducteur) est à nouveau la question essen-tielle pour la mise en oeuvre d'une implémentation e�ective qui � passe à l'échelle �.Les extensions évoquées pour l'équivalence (retour à une interpolation linéaire et priseen compte des distorsions arbitraires) sont à nouveau deux voies (d'amélioration ou degénéralisation) à creuser.
ApplicationsL'utilisation de transducteurs non déterministes et/ou pondérés fournit un cadre gé-néral intéressant, par exemple pour le calcul de certaines distances. Une étude à mener estl'évaluation expérimentale des décisions approchées proposées. Les transformations parti-culières de schémas proposés (pour les arbres) peuvent être généralisées et appliquées denombreuses manières. La visualisation multi-dimensionnelle des réponses à une requêteOLAP est une des voies en cours de développement. Poursuivant l'intérêt théorique destransductions de forêts et leurs applications à la publication multi-�chiers, la prochaineétape pourrait être la généralisation de ces techniques aux transducteurs de graphes oùune notion de robustesse apparaît sous la dénomination de � test de propriétés �. Unereprésentation statistique robuste des transducteurs étendue à ce cas promettrait alorsune généralisation passionnante de l'échange de données approchées.
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Annexe AAppendices
A.1 Classes de Complexité
NP :Une � machine NP � est une machine de Turing non-déterministe, polynomiale en temps.La classe NP est la classe des problèmes de décision résolubles en temps polynomial parune machine NP tels que :
• Si la réponse est oui, au moins un calcul est accepté.
• Si la réponse est non, tous les calculs sont rejetés.De façon équivalente, NP est la classe de problèmes pour lesquels :
• Si la réponse est oui, il y a une preuve de longueur polynomiale qui, de ce fait,peut être véri�ée dans PTIME.
• Si la réponse est non, l'algorithme doit réfuter toute proposition de preuve quia�rmerait que la réponse est oui.Un problème de décision est NP-complet si (1) il est dans NP, et (2) tout problème de

NP peut se réduire à lui (par une réduction polynomiale). Le problème SAT, qui consisteà décider si une formule booléenne est satis�able, a été le premier problème démontré
NP-complet : Il est en e�et dans NP puisqu'une assignation satisfaisant la formule est unepreuve de taille polynomiale que l'on peut véri�er en temps polynomial (évaluation d'uncircuit). Il est aussi NP-dur comme l'a démontré Cook [Cook, 1971]
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PTIME :Introduite entre autre par [Rabin, 1960, Cobham, 1965], PTIME est la classe des problèmesde décision résolubles en temps polynomial par une machine de Turing déterministe. Unproblème est dit PTIME-complet s'il est dans PTIME, et si tout problème de PTIME peut seréduire à lui en espace logarithmique (LogSpace). Un problème standard PTIME-completest l'évaluation d'un circuit : étant donné un circuit booléen et une entrée, la question estde décider la valeur de sortie de ce circuit sur cette entrée.
EXPTIME :La classe EXPTIME regroupe les problèmes résolubles en temps (déterministe) exponentieli.e.

EXPTIME =
⋃

p polynome

DTIME(2p(n))

PSPACE :La classe PSPACE est celle des problèmes de décision résolubles par une machine de Turingen espace polynomial. Elle est égale à NPSPACE [Savitch, 1970], AP [Chandra et al., 1981]et IP [Shamir, 1990].
LIN, NLIN :
LIN (respectivement NLIN) est la classe des problèmes de décision résolubles en tempslinéaire par une machine de Turing déterministe (resp. non déterministe).
LogSpace :La classe LogSpace (aussi appelée L) est la classe des problèmes de décision résolublespar une machine de Turing utilisant une quantité de mémoire logarithmique en la taillede l'entrée. La connexité d'un graphe non orienté est un problème de LogSpace. LogSpacecontient NC1

LOGDCFL :La classe LOGDCFL est celle des problèmes réductibles, en LogSpace, au problème del'appartenance à un langage hors contexte. C'est aussi celle des problèmes de décisionrésolubles par une famille uniforme de circuits AC1, dans lesquels aucune porte ET n'aplus de deux entrées. 168



NC :On parle d'un circuit de degré entrant k quand chaque porte du circuit a un nombreconstant (k) d'entrées. Typiquement k = 2. NCi est alors la classe de problèmes dedécision résolubles par une famille uniforme de circuits booléens de taille polynomiale, deprofondeur O(logi(n)) et de degré entrant 2. La classe NC est alors dé�nie comme l'unionpour i ∈ N des classes NCi.
#P :Dé�nie dans [Valiant, 1979], cette classe regroupe des problèmes de calcul de la forme� calcule f(x) �, où f est le nombre de chemins acceptants d'une machine NP. Unproblème canonique #P -complet est le calcul, étant donnée une formule booléenne, dunombre d'assignations satisfaisant la formule. Calculer le nombre de couplages parfaitsdans un graphe biparti, ou évaluer le permanent d'une matrice 0,1 sont aussi des pro-blèmes #P -complets.
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A.2 Opérations sur les Automates de MotsA.2.1 Notions élémentaires de théorie de GraphesOn rappelle qu'un graphe orienté G = (V, E) est composé d'un ensemble de sommets
V et d'un ensemble d'arêtes orientées E. Un chemin π est une suite (x0, x1, ..., xn−1, xn)de sommets de G telle que deux sommets consécutifs quelconques xi et xi+1 sont reliés parun arc de G : ∀i, 0 ≤ i ≤ n−2, (xi, xi+1) ∈ E. Les sommets x0 et xn sont respectivementl'origine et l'extrémité du chemin π. Un chemin est simple quand tous ses sommets sontdeux à deux distincts. On appelle circuit un chemin de longueur non nulle et dont l'origineet l'extrémité sont identiques. Une boucle élémentaire est un chemin de s à s dont tousles arcs sont deux à deux distincts et dont tous les sommets sont distincts, sauf pour squi apparaît exactement deux fois.Une composante fortement connexe C d'un graphe G = (V, E) est un sous-ensemblemaximal de sommets tels que deux quelconques d'entre eux soient reliés par un chemin :� si x ∈ C, alors ∀y ∈ C, il existe un circuit passant par x et y� ∀z ∈ S \ C, il n'existe pas de circuit passant par x et z.
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A.2.2 Construction du Graphe des Composantes Fortement ConnexesUne étape souvent utilisée dans cette thèse est l'emploi de la décomposition d'unautomate ou d'un transducteur en l'ensemble de ses composantes fortement connexes. Cepré-traitement ne tient absolument pas compte des étiquettes présentes sur les arêtes et onpeut donc appliquer un traitement de décomposition sur les graphes orientés en oubliantles étiquettes.Proposition A.1On sait obtenir l'ensemble des composantes fortement connexes d'un graphe (orienté) à
n sommets et m arêtes en temps Θ(n + m). ?Démonstration : Il s'agit en e�et d'un problème classique de théorie des graphes quipeut se résoudre par l'application de deux parcours en profondeur du graphe quicoûtent chacun un temps Θ(n + m). Les détails de la preuve que l'algorithme 14calcule bien les composantes fortement connexes peuvent se trouver par exempledans la section 23.5 de la première édition de [Cormen et al., 1990].

�

Algorithme 14 : Le Calcul des Composantes Fortement Connexesdébut1 Appeler DFS(G) en marquant pour chaque n÷ud u son temps de �n f(u) ;2 Calculer GT , le graphe G dans lequel on a inversé le sens de toutes les arêtes;3 Appeler DFS(GT ) en imposant un parcours des noeuds dans l'ordredécroissant pour les f(u) fournis par la ligne 1 ;4 Sortir les sommets de chaque arbre de la forêt (en profondeur d'abord) del'étape 3 comme une composante fortement connexe séparée;�n
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A.2.3 Décision du VidePour un automate Λ-libre, on peut, sans perte de généralité, négliger les étiquettesdes arêtes utilisées et on peut donc se limiter au problème où toutes les arêtes sontétiquetées par un même symbole a. Nous allons donner des méthodes de décision duvide d'un automate A = ({a}, Q, S0, F, δ) suivant quelques modèles de complexité (nondéterministe, déterministe et parallèle) dont les résultats sont résumés ci-dessous.Dans un modèle non déterministeAlgorithme 15 : Approche Non Déterministe de la ConnectionDonnées : Un graphe orienté, S0 un ensemble d'états initiaux, F un ensembled'états �nauxRésultat : La décision de la connexion entre S0 et FChoisir s0 ∈ S0;1 Soit s l'état courant début2 Choisir un état t tel que s est directement connecté à t ;3 Si t ∈ F retourner Oui4 �n5L'approche non déterministe proposée par l'algorithme 15 (page 172) est dans NLOG-SPACE et donc dans NC.Dans un modèle déterministe : L'accessibilité dans un graphe peut être résolue parune recherche en profondeur (DFS) ou en largeur (BFS). Le temps et l'espace nécessairessont alors linéaires en ||A||. Pour A à nA états et aA arêtes, on peut e�ectuer cetterecherche en temps O(n′A + aA) que l'on peut facilement ramener à un temps O(aA)puisque tous les (n′A) sommets réellement considérés sont issus d'une arête (i.e. n′A ≤ aA).
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Lien avec la s− t connection : Le problème du vide est une extension du problèmede s − t connection qui, étant donné un graphe (G, V ) à n et deux de ses sommets set t, on cherche à décider si t est connecté à s. Ce problème est connu comme étantNLOGSPACE-complet, on va montrer qu'il est dans SPACE(log2 n).1. Soit (s, t, n) la racine de l'arbre.2. Un n÷ud (x, y, k) est un n÷ud OU dont chaque �ls est étiqueté par un couple
((x, z, bk

2
c), (z, y, dk

2
e))3. Un n÷ud ((x, z, bk

2
c), (z, y, dk

2
e)) est un n÷ud ET possédant 2 �ls étiquetés respec-tivement ((x, z, bk

2
c) et (z, y, dk

2
e))On applique alors l'algorithme 16Algorithme 16 : La s-t Connection version ArborescenteSoit (s, t, n) la racine de l'arbre;débutÉtiqueter un n÷ud (x, y, k) avec 1 si y est directement connecté à x;Étiqueter un n÷ud OU avec 1 si un de ses enfants est étiqueté 1;Étiqueter un n÷ud ET avec 1 si tous ses enfants sont étiquetés 1;�nLa hauteur de l'arbre construit est inférieure à log(n) et le facteur de branchementest inférieur à n à chaque niveau. L'arbre est donc de taille O(nlog n). On peut éviter laconstruction explicite de cet arbre en cherchant récursivement dans l'arbre : la longueurde la récursion est log n, l'espace utilisé est O(log2 n) et le temps 2log2 n = nlog n.Dans un modèle parallèle : Supposons que des processeurs P (x, y) déterminent,pour chaque paire d'états, si y est directement connecté à x, et que l'on dispose aussi deprocesseurs P (x, y, z) véri�ant si y est connecté à x et z à y. Avec O(n3) processeurs, leproblème de s-t connection peut être résolu en O(logn) étapes.

173



A.2.4 Élimination de Transitions SpontanéesUne remarque théorique simple (proposition 1.17 de [Sakarovitch, 2003]) nous permetd'oublier temporairement la présence d'ε-transitions sans perdre la généralité des auto-mates considérés.Fait A.2 (Automates Λ-libres)Tout NFA avec des Λ-transitions peut être e�ectivement transformé en un NFA équivalentsans transition spontanée avec le même ensemble d'états.L'élimination des Λ-transitions peut se faire récursivement : Supposons une Λ-transitionde a à b, et b1, ..., bl accessible depuis b par les lettres w1, ..., wl. Cette Λ transition peutêtre remplacée par les transitions de a vers wi étiquetées par wi. Pour k Λ-transitions,on engendre moins de |Nombre d'arêtes |k nouvelles transitions. N'autoriser aucune Λ-transition ou en autoriser un nombre k �ni ne provoque donc aucun changement vis-à-visde la polynomialité des résultats obtenus.Élimination e�cace pour les automates pondérés : Dans le cadre des automatesnormaux, l'ajout d'une pondération non nulle de toutes les arêtes existantes permet d'ap-pliquer des éliminateurs d'Λ-transitions plus généraux, et d'oublier les pondérations del'automate généré pour obtenir un algorithme de même complexité permettant l'élimina-tion des Λ-transitions.Proposition A.3 ([Duchamp et al., 2005])Soit k un semi-anneau. L'élimination des Λ-transitions est calculable en temps O((|Σ|+
1)×mω si m est la dimension de l'automate pondéré. ?

mω désigne le coût de calcul de l'étoile droite (gauche) d'une matrice de taille m. ω estconnu pour être 3 si k n'est pas un anneau, 2.808 si k est un anneau et 2.376 si k est uncorps.Pour des pondérations tropicales : Un automate, d'état Q et d'arêtes E (dont des Λ-transitions) pondérées sur un semi-anneau peut être transformé en un automate équivalentsans Λ-transition en temps O(|Q||E|+ |Q|2 log |Q|) pour le semi-anneau tropical49.49(R+ ∪ {∞}, min +,∞, 0) 174



A.3 Opérations sur les Transducteurs de MotsA.3.1 Construction du Graphe des Composantes Fortement ConnexesLa décomposition en composantes fortement connexes est fournie par l'algorithme 14(page 171) dans le cadre des graphes orientés. Comme l'étiquetage ne joue pas de rôledans cette décomposition, on peut aussi l'utiliser pour les transducteurs. On fournit alors,de la même manière, une décomposition du transducteur en son graphe des composantesfortement connexes en temps Θ(n + m) où n est le nombre de sommets et m le nombred'arêtes du transducteur.A.3.2 Exponentiation d'un TransducteurDé�nition A.4 (Exponentiation d'un transducteur)SoitT = (Σ, Σ′, Q, I, F, δ) un transducteur Λ-libre et k ∈ N. On noteraT k la kèmepuissancede T et dé�nie par
T

k = (Σk, Σ′, Q, I, F, δk)où (q1 , a1a2...ak , w , qk+1) ∈ δk si et seulement si il existe q1, ...., qk ∈ Q et w1, ..., wk ∈
(Σ′)∗ tels que w = w1.w2...wk et pour tout i ∈ {1, k}, (qi, ai, wi, qi+1) ∈ δ. ✓Un transducteur son carré

Fig. A.1 � Une élévation à la puissance deux.On va maintenant considérer les boucles dans ce nouveau transducteur T k.
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Proposition A.5 (Majoration du nombre de boucles)Soit A un automate (respectivement T un transducteur) à a arêtes. Alors Ak (respecti-vement T k) possède au plus ak boucles élémentaires. ?Démonstration : Le résultat est immédiat pour k = 1, le pire des cas étant que chaquearête soit elle-même une boucle élémentaire. Pour k supérieur, le pire cas est quetoutes les arêtes soient des boucles élémentaires bouclant sur le même état ; il y a dansce cas a2 boucles élémentaires dans A2 puisque tout couple d'arêtes (éventuellementidentiques) produit une boucle élémentaire. Le cas le plus défavorable pour des ksupérieurs est aussi celui présenté pour k = 1 ou 2. On obtient donc une bornesupérieure de ak boucles élémentaires dans Ak, et cette borne est atteinte de cettefaçon. �A.3.3 Transduction d'un MotFait A.6 (Fait 3.4 (page 77))Soit un mot w et un transducteur T normalisé à nT états et aT arêtes. On sait construire
T (w), la transduction de w par T , en temps O(|w|.nT .aT ). L'automate engendré (FSA)possède moins de |w|.nT états et moins de 2.|w|.nT .aT arêtes.Démonstration : Soit T = (Σ, Σ′, QT , IT , F, δT ). On associe à w l'automate Kw =

(Σ, Q, I, F, δ) où Q = {1, |w|+ 1}, I = {1}, F = {|w|+ 1} dans lequel δ : (i
w[i]−−→

i + 1)i=1..|w|. Posons K′ = (Σ′, Q × QT , I × IT , F × FT , δ′) où δ′ est obtenu parl'algorithme 17.Par construction, l'algorithme produit l'automate de l'ensemble des images de
w par T . Il e�ectue |w| boucles extérieures. Chaque boucle est composée de deuxboucles internes, toutes deux e�ectuées nT fois, et chacune pouvant être généréeen regardant l'ensemble des arêtes de T . La complexité totale est alors en temps
O(|w|.nT .aT ). �
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Algorithme 17 : Calcul de la fonction de transition de la transduction d'un motDonnées : Un mot w et un transducteur TRésultat : la fonction de transition de T (w)
Aux := ∅ ; Res := ∅;pour i ∈ {0, |w|} fairepour j ∈ {1, nT } faire

Aux + = {(x, k) tel que j
(Λ|x)−−−→ k} ;1 Res+ = ( pour (x, k) ∈ Aux, créer les arêtes (i, j)

x−→ (i, k) );
Aux := ∅ ;�nSoit wi la lettre tel que : i

wi−→ i + 1 ;pour j ∈ {1, nT } faire
Aux + = {(x, k) tel que j

(wi|x)−−−→ k} ;2 Res+ = ( pour (x, k) ∈ Aux, créer les arêtes (i, j)
x−→ (i, k) );

Aux := ∅ ;�n�nretourner Res ;
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A.3.4 Élimination des Transitions SpontanéesIl n'est pas toujours possible d'éliminer complètement les Λ-transitions. En e�et uneboucle simple lisant Λ et écrivant a 6= Λ n'a bien sûr pas d'équivalent sans Λ-transitionentrante. Cette opération de suppression d'Λ-transitions a un équivalent algébrique per-mettant de traiter ce genre d'opération sur un semi-anneau. Elle est très liée aux problèmesde plus courts chemins puisqu'elle se base sur des généralisations des algorithmes clas-siques tels que Floyd-Warshall ou Dijkstra. Cette élimination des transitions spontanées,lorsqu'elle est possible, peut être e�ectuée e�cacement :Proposition A.7 (Coût de l'élimination des Λ-transitions)Entrée : un transducteur de mots pondérés sur un semi-anneau avec des Λ-transitionsSortie : un transducteur équivalent sans Λ-transition (en entrée, ou en sortie).Pour un transducteur et un semi-anneau quelconque, une généralisation de la propositionA.2.4 (page 174) permet l'élimination des Λ transitions (en entrée ou en sortie) en temps
O(|Q|3(T⊕ + T⊗ + T∗)) ?Démonstration : Par une adaptation de la procédure classique d' Λ-fermeture (voirpar exemple [Hopcroft et Ullman, 1990]), on obtient un transducteur équivalent, surle même nombre d'états, libre d'Λ transitions en sortie.Soit T le String-Transducteur donné par T = (∆, ∆, S, τS0, F ). Posons ξT legraphe obtenu à partir de celui de T en ne conservant que les Λ-transitions, et

T ′ = (∆, ∆, S, τ ′, S0, F
′) où

F ′ = F ∪ {s : s ∈ S0 ∧ F ∩ Λ− fermeture(s) 6= ∅}.

τ =






{(s, R′, t, R) : (v, R′, t, R) ∈ τ ∧ R 6= Λ}
⋃

{(s, W, t, R) : ∃v ∈ Λ-fermeture(s) tq (v, R′, t, R) ∈ τ où R 6= ∅}où W est un mot étiquetant le (ou un des) plus court(s) chemin(s) de s à v dans ξTajouté au poids de la plus petite transition sans output étiquetée par R de l'état và l'état t dans T ′. �
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